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 לוגיקה מתמטית

 : הצהרה בעלת ערך אמת או שקר בלבד.פסוק לוגי

 (.T/Fהאפשרויות הן כן / לא ) –דוגמא: היום יום ראשון 

 

 בלבד. Fאו  T: משתנה המקבל ערך משתנה לוגי

 

 קשרים לוגיים: 

 ∨יסומן  –קשר "או" 

Pשני משתנים לוגיים. טבלת האמת של  Pו  Qיהי  ∨ Q :היא 

𝐏 ∨ 𝐐 Q P 

F F F 

T T F 

T F T 

T T T 

 

 ∧יסומן  –קשר "וגם" 

Pמשתנים לוגיים אז טבלת האמת של  Pו Q אם ∧ Q היא 

𝐏 ∧ 𝐐 Q P 

F F F 

F T F 

F F T 

T T T 

 

 ¬קשר שלילה יסומן 

 הוא משתנה לוגי אז טבלת האמת של קשר שלילה היא Pאם 

¬P P 

T F 

F T 

 

 הקשרים הנ"ל מספיקים כדי לבטא כל פסוק לוגי

 אנו מגדירים גם קשרים מורכבים יותר לדוגמא קשר גרירה

 ⇒יסומן 

  טבלת האמת היא

P ⇒ Q Q P 

T F F 



T T F 

F F T 

T T T 

 

 הגרירה מוגדרת כנכונה כי התנאי לא מתקיים.( אז P=f אם ההנחה לא מתקיימת )

 שקולה לוגית לפסוק הבא:⇒הגרירה 

(𝑃 ⇒ 𝑄) ≡ (¬𝑃) ∨ 𝑄 

 

 חוקי ד'מורגן :

 חוקי שלילה

¬(𝑃 ∨ 𝑄) ≡ (¬𝑃) ∧ (¬𝑄) 

¬(𝑃 ∧ 𝑄) ≡ (¬𝑃) ∨ (¬𝑄) 

 חוקי "פילוג"

P ∧ (𝑄 ∨ 𝑅) 

 

𝑃 ∧ (𝑄 ∨ 𝑅) ≡ (𝑃 ∧ 𝑄) ∨ (𝑃 ∧ 𝑅) 

𝑃 ∨ (𝑄 ∧ 𝑅) ≡ (𝑃 ∨ 𝑄) ∧ (𝑃 ∨ 𝑅) 

 

 סתירה לוגית

𝑃 ∧ (¬𝑃) ≡ 𝐹 

𝑃 טאטולוגיה: ∨ ¬𝑃 ≡ 𝑇 

 

 כמתיים לוגיים:

:𝑥∀) למשל ∀"לכל" מסומן  כמת 𝑃(𝑥) ≡ 𝑇) 

 הוא אמת  P(x)בקבוצה המתאימה הפסוק הלוגי  Xכאן ההצהרה היא : לכל איבר 

:𝑥∃)למשל  ∃כמת "קיים" מסומן  𝑃(𝑥) ≡ 𝐹) 

 שלילה של פסוקים לוגיים המכילים כמתים למשל: •

X, Y ממשיים 

¬(∃𝑥(∀𝑦 < 𝑥: 𝑥 + 𝑦 > 0)) ≡ ∀𝑥(∃𝑦 < 𝑥: 𝑥 + 𝑦 ≤ 0) 

 

  



 קבוצות:

 מושג הקבוצה הוא מושג יסוד שאינו ניתן להגדרה באמצעות מושגים יסודיים יותר.

 …A,B,Cהקבוצות מסומנות בדרך כלל באותיות אנגלית גדולות 

 …x, y, zאיברים בקבוצות מסומנים בדרך כלל באותיות קטנות 

 

 מסומנת ב: Aהוא איבר ב  xהאמירה 

𝑥 ∈ 𝐴 

𝑥נסמן  Aאינו שייך ל xאם איבר  ∉ 𝐴 

 

סימון ישיר של קבוצות קטנות המכילות מספר אברים קטן וסופי מגדירים בדרך כלל על ידי 

 אברי הקבוצה. למשל

𝐴 = {1,2,3, 𝐴} 

 אין חשיבות לסדר האיברים בקבוצה.

כלל אם מספרים האיברים בקבוצה הוא גדול או אפילו אינסופי, נוכל להגדיר קבוצה ע"י 

 המשייך איברים לקבוצה. למשל

𝐴 = {𝑥 ∈ ℝ: 𝑥 > 0} 

 

 A ,B ,Cשאיברי  U... נניח קיומה של קבוצה אוניברסאלית  A ,B ,Cבכל דיון העוסק בקבוצות 

 וכו' לקוחים ממנה.

 

 ∅הקבוצה הריקה מסומנת ב 

 

𝐴ונסמן  Bהיא תת קבוצה של  Aנאמר ש  ⊆ 𝐵 אם כל איבר בA הוא גם איבר בB  . 

 למשל:

𝐴 = {1,2,3} ⊆ {1,2,3,4} = 𝐵 

𝐴ונסמן  Bאינה מוכלת ב Aנאמר ש ⊈ 𝐵 

 .Bשאינו איבר של  Aאיבר אחד בלפחות אם קיים 

 

 תכונות מיידיות של יחס ההכלה:

𝐴מתקיים  Aלכל קבוצה  .1 ⊆ 𝐴 

2. (𝐴 ⊆ 𝐵) ∧ (𝐵 ⊆ 𝐴) ⇒ 𝐴 = 𝐵 

3. (𝐴 ⊆ 𝐵) ∧ (𝐵 ⊆ 𝐶) ⇒ 𝐴 ⊆ 𝐶 

𝐴ונסמן  Bמוכלת ממש ב  Aנאמר ש  ⊂ 𝐵  אם𝐴 ⊆ 𝐵 וקיים לפחות איבר אחד בB  שאינו איבר

 .Aשל 



 פעולות בקבוצות

𝐴מסומן ב  Bו A: האיחוד של קבוצות איחוד ∪ 𝐵 :ומוגדר להיות 

𝐴 ∪ 𝐵 = {𝑥: (𝑥 ∈ 𝐴) ∨ (𝑥 ∈ 𝐵)} 

 דיאגרמת וון של איחוד קבוצות היא

 

 

 

 

 

𝐴מסומן ב  Bו Aהחיתוך של  חיתוך:  ∩ 𝐵 :ומוגדר על ידי 

𝐴 ∩ 𝐵 = {𝑥: (𝑥 ∈ 𝐴) ∧ (𝑥 ∈ 𝐵)} 

 דיאגרמת וון המתאימה היא

 

 

 

 

 

 

ב  A. הקבוצה המשלימה של  Uתת קבוצה של  Aקבוצה אוניברסאלית ותהי  Uתהי  השלמה: 

U  מסומנת𝐴′𝐴𝑐𝐴̅ 

 ומוגדרת 

𝐴𝐶 = {𝑥: (𝑥 ∈ 𝑈) ∧ (𝑥 ∉ 𝐴)} 

 דיאגרמת וון

 

 

 

 

 

 

𝐵מסומן  Bמ  Aהחיסור של  חיסור:  ∖ 𝐴 : ומוגדר על ידי 

𝐵 ∖ 𝐴 = {𝑥: 𝑥 ∈ 𝐵 ∩ 𝐴𝑐} 

 ומוגדר להיות: 𝐴𝛥𝐵מסומן ב  Bו  Aהחיסור הסימטרי של  –חיסור סימטרי 

A 



𝐴𝛥𝐵 = (𝐵 ∖ 𝐴) ∪ (𝐴 ∖ 𝐵) 

 כללי ד'מוגן:

(𝐴 ∪ 𝐵)𝐶 = 𝐴𝐶 ∩ 𝐵𝐶          (𝐴 ∩ 𝐵)𝐶 = 𝐴𝐶 ∪ 𝐵𝐶 

 חוקי "פילוג":

𝐴 ∩ (𝐵 ∪ 𝐶) = (𝐴 ∩ 𝐵) ∪ (𝐴 ∩ 𝐶) 

𝐴 ∪ (𝐵 ∩ 𝐶) = (𝐴 ∪ 𝐵) ∩ (𝐴 ∪ 𝐶) 

 

 פונקציות:

 הגדרה )פונקציה(:

𝑥וכלל המשייך לכל איבר  Bו  Aפונקציה כוללת שתי קבוצות  ∈ 𝐴  איבר יחיד בB  פונקציה .

(𝑓)  מA לB  מסומנת ב𝑓: 𝐴 → 𝐵  הקבוצה .A ( נקראת התחוםDomain של )F וB  נקראת הטווח

 .F (Range  )של 

 (ומוגדרת על ידי  Im(f))ולפעמים מקצרים ל  Image (f) מסומנת ב Fהתמונה של 

Im(𝑓) ≔ {𝑦 ∈ 𝐵: ∃𝑥 ∈ 𝐴, 𝑦 = 𝑓(𝑥)} 

 למשל:

𝑓: 𝑅 → 𝑅 

𝑓(𝑥) = 𝑋2 

 היא   F. התמונה של Rהוא  F, הטווח של  Rהוא  Fהתחום של 

𝐼𝑚(𝑓) = {𝑦 ∈ 𝑅: 𝑦 ≥ 0} 

:𝑓פונקציה  𝐴 → 𝐵  נקראת "על" אםImage(f) = B 

:𝑓פונקציה  𝐴 → 𝐵  ( אם חד ערכית )חח"ע-נקראת חד𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑦) ⇒ 𝑥 = 𝑦 

 

 דוגמא: בדוגמא הקודמת 
𝑓: 𝑅 → 𝑅 

𝑓(𝑥) = 𝑋2 

F  אינה על וגם לא חח"ע. ראינו כבר שF  אינה על. בנוסף , אם למשל 
𝑦 = 1 ∈ Im(𝑓) 

 המתאימים הם  Xאזי ערכי 
𝑋 = ±1 

 ועל ע"י ההגדרה ע לפונקציה חח" Fנוכל לשנות את 
𝑓: [0, ∞) → [0, ∞) 

𝑓(𝑥) = 𝑋2 

 



 

 

 

 

 



 2ור אלגברה ליניארית שיע

 הוכחה בדרך השלילה:

ע"י שימוש ח. הטענה אותה אנו רוצים להוכי השלילה שלתה של את נכונובדרך זו אנו מניחים 

 את נכונות הטענה.סיקים ומכאן אנו מבהנחה זו אנו מגיעים לסתירה לוגית 

 דוגמא:

 ציונליהוא מספר כי ר 2נוכיח בשלילה ש 

 הוכחה:

2כך ש    pו  qהוא רציונאלי, כלומר קיימים מספרים טבעיים  2ש  בשלילה נניח 
p

q
=  

ר והשב
p

q
 הוא מצומצם לגמרי.  

 ל נקבל ש"חה הנמההנ
2 22 2

p
p q

q
=  =  

 P 2,  זוגי ,p k k=  

 מכאן נקבל ש

2 2 2 2 24 2 2p k q q k= =  =  

q  זוגי 

2 ,q m m =  

מכאן השבר 
2

2

p k

q m
אינו מצומצם לגמרי. הגענו לסתירה לוגית ועל כן הטענה אינה נכונה ו =

 אי רציונאלי. 2

 

 

  



 שדות

 גדרה(:ה)רטזית מכפלה ק

Aתסומן ב (לא ריקות) Bו Aקבוצות קרטזית של המכפלה ה B ת כל היות קבוצותוגדר ל

)}הזוגות הסדורים  , ) : , }A B a b a A b B =   

קבוצה מהקבוצה הראשונה לאיבר מהאיבר  –ת התאמה זה לא באמת פעולת כפל, זה פעול

 צות.השניה. יש חשיבות לסדר הקבו

 הרחבה:

A ;1יהיו  i m   ריקות. המכפלה הקרטזית קבוצות לא
1 2 ... mA A A   ת מוגדרת להיות קבוצ

 ורותת הסדיו-mה

1 2 1 2 3 1 1 2 2... {( , , ,..., ) : , ,..., }m m m mA A A a a a a a A a A a A   =    

 דוגמא:

Aכפלה הקטרזית נמצא את המ B  של
{ , , }

{1,2}

A a b c

B

=

=
 

 :פתרון

 מתקיים

{( ,1), ( , 2), ( ,1), ( , 2), ( ,1), ( , 2)}A B a a b b c c = 

Aאזי מספר האיברים ב  nהוא  Bומספר האיברים ב  mהוא  Aאם מספר האיברים ב • B 

 .mnהוא 

 

 (:)הגדרה שדה

)שדה הוא שלישיה  , ,*)F  קבוצה לא ריקה  Fשר כא +

:

*:

F F F

F F F

+  →

 →
 ת בינאריות המקיימות:עולוהן פ 

1) 
,x y F

x y y x

 

+ = +
 לחיבור =קומוטטיביותלחיבור חילופיות  

2) 
, ,

( ) ( )

x y z F

x y z x y z

 

+ + = + +
 אסוסציטיביות  

0Fקיים איבר  (3 F  המקיים:אפס( נקרא האיבר הנטרלי לחיבור )ה 

, 0x F x x  + = 

xלכל איבר  (4 F   קיים איבר( )x F−     כך ש( ) 0x x+ − = 

5) , , * *x y F x y y x   ביחס לכפלחילופיות  =

6) , , , ( * )* *( * )x y z F x y z x y z   ביחס לכפלטיביות ציאסוס  =

1Fקיים איבר  (7 F כך ש ס לכפל הנקרא האיבר הנטרלי ביח, *1x F x x  =  



לכל  (8
0

x F

x




1xקיים איבר    F−   1כך ש * 1x x− =  

1x−י ל נקרא האיבר ההופכx 

9) 
, ,

*( ) * *

x y z F

x y z x y x z

 

+ = +
 .חוק הפילוג 

 דוגמאות:

פל קבוצת המספרים הטבעיים. ויהיו + ו * החיבור והכ ={...,1,2,3}תהי  .1

 הסטנדרטיים.

 איבר נטרלי בחיבור., למשל לא קיים אינה שדה  , *,+,השלישייה 

,0}תהי  .2 1, 2, 3...}=    החיבור והכפל  . ויהיו + ו *ת המספרים השלמיםקבוצ

 ים.דרטיהסטנ

 כפל.כי בהופלא קיים איבר אינה שדה, , +, *  השלישיה 

}תהי  .3 : , }
p

q p
q

=    החיבור והכפל יהיו + ו * ו. הרציונלייםקבוצת המספרים

 דרטיים.הסטנ

 אליים.ונועל כן תקרא שדה המספרים הרצי , +, * מהווה שדהשלישיה ה

 טיים.פל הסטנדרוהכ, ו+ ו* החיבור הממשייםת המספרים קבוצתהי  .4

 קרא שדה המספרים הממשיים.הנ, +, * מהווה שדה  השלישיה 

 

 )הגדרה(: תת שדה

תת קבוצה  (,+,*F)שדה  ןבהינת
1F F  דהתת שתקרא ( שלF )*,+,( אם

1F מהווה שדה )*,+,

 .F על גדרושהוכאשר + ו * הן פעולות החיבור והכפל 

 (, * , )+דה של ( היא תת ש, *, דוגמא: )+

2על הקבוצה  .5 {( , ) : , }x y x y=  =   הבינאריות הבאות: נגדיר את הפעולות 

 .א
2 2 2

1 1 2 2 1 2 1 2: : ( , ) ( , ) : ( , )x y x y x x y y+  → + = + + 

 .ב
2 2 2

1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 2 1*: : ( , )*( , ) : ( , )x y x y x x y y x y x y → = − + 

אזי השלישיה )
2

ומן ב ומס ( מהווה שדה. שדה זה נקרא שדה המספרים המרוכבים  , + , * 

. 

0ה נקרא טרלי לחיבור בשדה זייבר הנהא (0,0)= 

1טרלי לכפל בשדה זה הוא יהנ האיבר (1,0)= 

 :בדוקנ

2( , ) ,1 *( , ) (1,0)*( . ) (1* 0* ,1* 0* ) ( , )x y x y x y x y y x x y  = = − + = 



)ר בואיבר הנגדי לחיבור עה , )x y   הוא( , )x y− − 

)ל האיבר ההופכי , ) (0,0)x y    הוא
1

2 2 2 2
( , ) ( , )

x y
x y

x y x y

− −
=

+ +
 

 נבדוק:

2 2
1

2 2 2 2 2 2
( , ) *( , ) ( , )*( , ) ( ,0) (1,0) 1

x y x y
x y x y x y

x y x y x y

− − +
= = = =

+ + +
 

)}, * ( כאשר , +  יה )ישהשלישיתן לבדוק נ ,0) : }x x=   + הן הפעולות שהגדרנו * ,ו ,

 והה עם שדה המספרים הממשיים.זשדה זה מ מהווה שדה.

),  למשל ,0) ( ,0) ( ,0)x y x y+ = + 

( ,0)*( ,0) ( ,0)x y xy= 

 .שדה של -הוא תת לכן 

(0,1)*(0,1) נשים לב לכך ש ( 1,0)= i(0,1)נסמן ו − 2מהחישוב הנ"ל נקבל ש ו = 1i = − 

)בנוסף ,0) (0,1)( ,0) ( ,0) (0, ) ( , )x y x y x y z z x iy+ = + = =  = +   

( ,0)

(0,1)

x x

iy

=

=
 

 

 שאלה:

)ה השלישייה נתונ , , ) כך ש 

 קבוצת המספרים הממשיים 

, , : 1

, , :

a b a b a b

a b a b ab a b

   = + +

  = + +
 

)נתן ש יבה , , ) ן ונסמ שדהיא הF: 

 י לחיבור?טרליו האיבר הנמה .א

 רלי לכפל?יטמהו האיבר הנ .ב

 (טרלי לחיבוריהאיבר הנונה מ)לכל איבר שופכי האיבר המהו ה .ג

 הוכיחו במפורש את חוק הפילוג. .ד

 :פתרון

 טרלי לחיבור. אזי מתקיים:את האיבר הני 0Fותי נסמן בשריר aיהי  .א

0 0 0 1 0 1F F F Fa a a a a =  =  = + +  = − 

יהי  .ב
0 1F

a

a



 = −
 לכפל. אזי מתקיים: ניטרלית האיבר הא 1Fמן סנ  

1 1 1 ( 1)1 0 1 0F F F F Fa a a a a a=  + + =  + =  = 



0עבור  .ג 1Fa  = 1bצוא את צה למנר − a−= :מתקיים . 

1 1 * 0 ( 1) 0
1

F

a
a a a b a b a b a b

a

− −
=  + + =  + + =  =

+
 

1לכן  

1

a
a

a

− −
=

+
 

)עלינו להראות ש  .ד ) ( ) ( )a b c a b a c =  

 את אגף שמאל:נחשב 

( ) ( ) ( ) *( 1) ( 1) 1a b c a b c a b c a b c a b c ab ac a a b c =  + +  = + + + + + + = + + + + + + 

 נחשב את אגף ימין:

( ) ( ) ( ) ( ) 1 ( ) ( ) 1 1a b a c a b a c ab a b ac a c ab ac a a b c = + + = + + + + + + = + + + + + + 

 קיבלנו שאגף ימין שווה לאגף שמאל.

 

 נוכיח מספר תכונות יסוד של שדות:

 , +, * ( שדה.F) יהי 

 אזי:

1. 
0 * 0F Fa

a F

=

 
 

0מתקיים  :יחנוכ * (0 0 )* 0 * 0 *F F F F Fa a a a= + = + 

0)איבר הנגדי פים את הנחבר לשני האג * )F a− קבלונ 

( 0 * ) 0 * ( 0 * ) (0 * 0 * )

0 (( 0 * ) 0 * ) 0 * 0 0 * 0 *

F F F F F

F F F F F F F

a a a a a

a a a a a

 − + = − + +

 = − + + = + =
 

 

2. 
( 1)*

a F

a a

 

− = −
 

)מתקיים  נוכיח: 1)* ( 1)* 1* (( 1) 1)* 0a a a a a− + = − + = − + = 

( 1)*a a − = − 

  



 צות:מטרי

 (:מטריצה )הגדרה

nבגודל  Aמטריצה  m  מעל שדהF  היא מערך מלבני שלn  שורות עלm  עמודות בעל

 . Fחים מהשדה קואיברים הל

11 1

1

,

1 ,

1

n

m mn

ij

a a

A

a a

a F

i n

j m

 
 

=  
 
 



 

 

 

nדל את קבוצת כל המטריצות בגו m  מעלF  נסמן( )n m F 

יהי   •
( )n mA F

F




 מוגדרת ע"י Aפלה המכ  

11 1

1

n

m mn

a a

A

a a

 



 

 
 

=  
 
 

 

 

,יהיו  • ( )n mA B Fם הסכוBA+ ימוגדר ע" 

11 1 11 1 11 11 1 1

1 1 1 1

n n n n

m mn m mn m m mn mn

a a b b a b a b

A B

a a b b a b a b

+ +     
     

+ = + =     
     + +     

 

 

 מטריצותכפל 

 



 3ליניארית שיעור אלגברה 

nמגודל  Aמטריצה  • m מעל שדהF ך מלבניהיא מער 

 שנראה:

11 1

1

,

1

1

n

ij

m mn

a a

A a F

a a

i n

j m

 
 

=  
 
 

 

 

 

nדל גוקבוצת כל המטריצות מ m  מעל שדהF :מסומנת ב 

( )n mM F
 

)נסמן גם  mn=)אם  )nM F(  

ijAגם ב  ijaבעלת איברים  Aאנו נסמן מטריצה לעיתים  a= 

נניח ש  •
ijA a=  השייכת ל ה מטריצהיא( )n mM F

 Fו  

ת ע"י מוגדר Aהמכפלה 

11 1

1

n

m mn

a a

A

a a

 



 

 
 

=  
 
 

 

)אם  • ), ( ) ( )ij ij n mA a B b M F= =   אזי הסכוםA B+ :מוגדר ע"י 

11 1 11 1 11 11 1 1

1 1 1 1

n n n n

m mn m mn m m mn mn

a a b b a b a b

A B

a a b b a b a b

+ +     
     

+ = + =     
     + +     

 

 

 הגדרה: כפל מטריצות:

)תהי  )n kA M F,  ( )k mB M F 

 נניח ש)
( )

( )

ij

ij

A a

B b

=

=
A*המטריצות  תפלמת. אזי ) B  היא מטריצה מגודלn m יע דרתהמוג" 

1

( * )

1

1

k

ij ik kj

r

A B a b

i n

j m

=

=

 

 



 

 דוגמא:

 נניח ש:



1 2

3 7

5 2 1

1 3 6

A

B

− 
=  
 

 
=  

− 

 

 אזי:

3 8 11
*

22 15 45
A B

− − 
=  

− 
 

וזה  Bבעמודה הראשונה בכל איבר תואם כפול  Aהראשונה בשורה במילים: סוכמים את ערך ה

מטריצה החדשה. לאחר מכן סוכמים את ערך השורה הראשונה נכנס למשבצת הראשונה ב

 לאה.ומכניסים למשבצת השניה, וה Bכל איבר תואם בעמודה השניה בכפול 

 

 אחת בלבד נקראת וקטור עמודהשיש בה עמודה מטריצה  –הערה 

 מטריצה שיש בה שורה אחת בלבד נקראת וקטור שורה

 

)נניח ש  • )n mA M F   1ו( )mV M F      (V  עמודה באורך הוא וקטורm ) 

1 נסמן ב  2 3 1, , ,..., ( )m nC C C C M F  את עמודותיה של המטרציהAלומר, כ 

( )1 2 3 ... mA C C C C= 

 ובנוסף נסמן

1

2

1

m

V

V
V

V

 
 
 =
 
 
 

 

 אזי מתקיים

 

( )

1

2

1 2 3 1 1 2 2... ...m m m

m

V

V
AV C C C C V C V C V C

V

 
 
 = = + + +
 
 
 

 

 דוגמא:



1 3 2

4 2 5

2

1

1

2
1 3 2 1*( 2) ( 3)*1 2( 1) 1 3 2

1 ( 2) 1 ( 1)
4 2 5 4*( 2) 2*1 5*( 1) 4 2 5

1

A

V

AV

− 
=  
 

− 
 

=  
 − 

− 
− − + − + − −          

= = = − + + −           − + + −          − 

 

)נניח ש  • )n mA M F  1היא מטריצה שעמודותיה הן 2 3 1, , ,..., ( )m nC C C C M F   ונניח ש 

( )m kB M F, ( )ijB b=  ה יתקיים:במקרה ז  

( ) ( )
11 1

1 2 3 11 1 21 2 1 1 1 2 2

1

* ... ... ... ...

k

m m m k k mk m

m mk

b b

A B C C C C b C b C b C b C b C b C

b b

 
 

= = + + + + + + 
 
 

 

A*ה מכאן נקבל שכל עמודה במכפל B  העמודות של המטריצה סכום של היאA  עם

 .B מטריצהבעמודה המתאימה מהמקדמים 

 דוגמא:

1 2

3 7

5 2 1

1 3 6

( 1)*5 2*1 ( 1)*2 2( 3) ( 1)*1 2*6 1 2 1 2 1 2
* *5 *1 *2 *( 3) *1 *6

3*5 7*1 3*2 7*( 3) 3*1 7*6 3 7 3 7 3 7

A

B

A B

− 
=  
 

 
=  

− 

− + − + − − +  − − −              
= = + + − +              

+ + − +              

 

 

יהיו  •
( )

( )

n k

k m

A M F

B M F








 

 ב Bהמטריצה נסמן את שורותיה של  

1 2 1, ,... k mR R R M  

 אזי מתקיים:

1 11 1 12 2 1

11 1

2

1

1 1 2 2

* ...

*

...

k k

k

n nk

n n nk kk

R a R a R a R
a a

R
A B

a a
a R a R a RR

   + + +
    
    

= =    
         + + +  

 



( )( ) ( )

( ) ( )

1 2

3 7

5 2 1

1 3 6

1 5,2,1 2 1, 3,6( 1)*5 2*1 ( 1)*2 2( 3) ( 1)*1 2*6
*

3*5 7*1 3*2 7*( 3) 3*1 7*6 3 5,2,1 7 1, 3,6

A

B

A B

− 
=  
 

 
=  

− 

− + − − + − + − − + 
= =     + + − + + −   

 

 

 בכפל מטריצות: יסודתכנות 

* כפל מטריצות הוא לא חילופי!!!באופן כללי,  .1 *A B B A 

*כפל מטריצות הוא אסוסציטיבי  .2 * *( * ) ( * )*A B C A B C A B C= =  

 ליניארייצות הוא כפל מטר .3
*( ) * * *

,

A B C A B A C

F

   

 

+ = +


 

 

 

 

  



 מערכות משוואות ליניאריות:

 ית היא מערכת משוואות מהצורה:מערכת משוואות ליניאר

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

...

...
, ,

...

m m

m m

ij i

n n nm m n

a X a X a X b

a X a X a X b
n a F b F

a X a X a X b

+ + + = 
 

+ + + = 
  

 
 + + + = 

 

. פתרון למערכת כזו הוא נעלמים m משוואות ב  nקראת מערכת ליניארית של כת כזו נמער

קבוצת ערכים 
1 1 2 2, ,..., m mX a X a X a= = = 

 המשוואות במערכת.המקיימת את כל 

 גדרת להיות קדמים של המערכת מומטריצת המ •

11 1

1

m

n nm

a a

A

a a

 
 

=  
 
 

 

 

להיות הוקטור וקטור הקבועים מוגדר

1

2

n

b

b
b

b

 
 
 =
 
 
 

 

וקטור הנעלמים מוגדר להיות הוקטור 

1

2

n

X

X
X

X

 
 
 =
 
 
 

 

 

 רשום את מערכת המשוואות הנ"ל בצורה הבאה:שים לב שניתן לנ

1 111 1

1

m

n nm m n

X ba a

AX b

a a X b

    
    

=  =    
    
    

 

 

 

...,1יהיו  • nL L  לינארית הנתונהשורות המערכת ה 

 ות המוגדרות על שורות המערכת הן:נטריפעולות האלמה

1. i jL L החלפת שורות 

2. 0, i iL L   כפל שורה בסקלאר→

3. , j i ii j L L L +  הוספה לשורה כפולה של שורה אחרת→

 לפעולות הנ"ל אנו מגדירים פעולות שורה אלמנטריות במטריצות: מהבהתא

 אלמנטריות:הגדרה: פעולות שורה 



)תהי  )n mA M F  נסמן את שורותיה של .A  ב
1 2, ,..., nR R R 

 הן: Aפעולות השורה האלמנטריות המוגדרות על 

1. 
i jR R 

2. 0, i iR R  → 

3. , j i ii j R R R + → 

 :דוגמא

1 3 11 2 2 2 23

1 2 6 2 1 3 4 1 1 3 4 1 3 5 14 5

1 3 4 1 1 2 6 2 3 6 18 6 3 6 18 6

2 1 5 2 2 1 5 2 2 1 5 2 2 1 5 2

R R RR R R R
A B

+ → →

− −       
       

= ⎯⎯⎯→ − ⎯⎯⎯⎯→ − ⎯⎯⎯⎯→ − =       
       − − − −       

 

)ולהיפך( ע"י ביצוע מספר  Bל Aאם ניתן להגיע משקולות שורה  קראנהת Bו Aמטריצות  •

 סופי של פעולות שורה אלמנטריות.

 

 ת קיימת פעולת שורה הפוכה:טרילכך שלכל פעולת שורה אלמננשים לב  •

 

1. 
1

1 1: :i j i je R R e R R−   

2. 
1

2 2

1
: :i i i ie R R e R R



−→  → 

3. 
1

3 3: : ,j i i i j ie R R R e R R R i j −+ →  − →  

 

 ג שורות קנוני:רגת בדירוהגדרה: מטריצה מדו

)תהי  )n mA M F נאמר ש .A נוני אם:רגת בדירוג שורות קמדו 

 מצויות בתחתית המטריצה. Aכל שורות האפסים ב .1

 האיבר המוביל.אפס נקרא  שאינה שורת אפסים האיבר הראשון משמאל שאינו Aבכל שורה ב

מימין לאיבר המוביל בשורה  שאינה שורת אפסים האיבר המוביל מצויבכל שורה  .2

 .)למעט השורה הראשונה כמובן( קודמתה
 

מוביל הוא היחיד בעמודה בה הוא נמצא וכל איבר  1כולם שווים להאיברים המובילים  .3

 השונה מאפס.

 

 :וגמאותד

המטריצה  .1

0 1 0 0 2 7

0 0 0 1 2 3

0 0 0 0 0 0

A

 
 

= − 
 
 

 .ג שורות קנוניבדירו היא מטריצה מדורגת 



המטריצה  .2

0 1 0 2 0 0

0 0 1 0 1 0

0 0 0 1 0 2

A

 
 

=  
 
 

 ג שורות קנוני.דירולא מדורגת ב 

 

 :משפט

)כל מטריצה  )n mA M F יחידה על ידי ביצוע פעולות שורה נונית ניתן להביא לצורה ק

 אלמנטריות.

 שורה שלה.קולת השהיא שונית אחת ויחידה קנלכל מטריצה יש מטריצה 

 .ג'ורדן-לצורה קנונית נקרא תהליך גאוס Aתהליך דירוג של מטריצה נתונה  •

 :דוגמא

 נונית:את המטריצה הבאה לצורה קנביא 

3 1 3 3 2 3 1 2 1

2 1 2

1 2 1

2 3 2

2 5

3

5 9

5

1 2 2 3 1 2 2 3 1 2 2 3

3 4 5 2 0 10 1 11 0 10 1 11

2 6 2 3 0 10 6 9 0 0 5 2

5 0 9 4 25 0 0 38

0 10 1 11 0 50 0

0 0 5 2

R R R R R R R R R

R R R

R R R

R R R

A
+ → − → − →

+ →

− →

− →

− − − − − −     
     

= ⎯⎯⎯⎯→ − ⎯⎯⎯⎯→ − ⎯⎯⎯⎯→     
     − − − −     

− − − 
 

− ⎯⎯⎯⎯⎯→ 
 − − 

1 1

2 2

3 3

1

25
1

50

1

5

38
1 0 0

25

57
57 0 1 0

50
0 0 5 2

2
0 0 1

5

R R

R R

R R

−
→

→

−
→

− 
 

   
   ⎯⎯⎯⎯→   
 − −   

 
 
 

 



 4אלגברה ליניארית שיעור 

 תזכורת משיעור שעבר:

 מערכת משוואות ליניארית

11 1 1 1

1 1

m m

n nm m n

a x a x b

n F

a x a x b

+ + = 
 

 
 + + = 

 

 המטריצה

11 1

1

m

n nm

a a

A

a a

 
 

=  
 
 

 

 היא מטריצת המקדמים

 הוקטור

1

n

b

B

b

 
 

=  
 
 

 הוא וקטור הקבועים  

 הוקטור

1

m

x

X

x

 
 

=  
 
 

 הנעלמים.הוא וקטור   

AXניתן לכתוב את המערכת בצורה  B= 

 

 נקראת מדורגת בדירות שורות קנוני אם: Aמטריצה 

 כל שורות האפסים נמצאות בתחתית המטריצה .1

 1בכל שורה שאינה שורת אפסים האיבר המוביל הוא  .2

שורה בכל שורה שאינה שורת אפסים האיבר המוביל נמצא מימין לאיבר המוביל ב .3

 הקודמת )למעט כמובן השורה הראשונה(

 בכל עמודה שבה קיים איבר מוביל הוא האיבר המוביל היחיד השונה מאפס .4

 

 ג'ורדן-תהליך הדירוג של מטריצה נתונה לצורה קנונית נקרא תהליך גאוס •

 קיימת צורה קנונית יחידה  Aלכל מטריצה נתונה  •

  



 

 :הומוגניתפתרון מערכת משוואות ליניארית 

AXמערכת משוואות ליניארית  • B=  0נקראת הומוגנית אםB כלומר, מערכת  =

0AXהומוגנית היא מהצורה  =. 

0AXלמערכת הומוגנית  • 0Xתמיד קיים הפתרון  = הפתרון רון זה נקרא , פת=

 הטריוויאלי.

 

 אלגוריתם לפתרון של מערכת משוואות ליניארית הומוגנית:

 Aנרשום את מטריצת המקדמים  (1

 ע"י פעולות שורה אלמנטריות ’Aלצורה קנונית  Aמביאים את  (2

 וכו'. 1X  ,2X )משתנה( ( מתאים נעלםA’)או  Aלכל עמודה במטריצה  (3

כל משתנה  משתנה חופשי. מתאים  ’Aבמטריצה כל עמודה שאין בה איבר מוביל  (4

 המתאים לעמודה עם איבר מוביל נקרא משתנה מוביל )או משתנה תלוי(.

 וכו' . s, t, rלכל משתנה חופשי מצמידים פרמטר  (5

יש לפתור עבור המשתנים התלויים כפונקציה של הפרמטרים החופשיים ולרשום את  (6

 המערכת.פתרון 

 דוגמא:

 נפתור את המערכת ההומוגנית 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 0

2 3 0

2 0

x x x

x x x

x x x

− − + =

+ − =

+ − =

 

 פתרון:

 נרשום את מטריצת המקדמים:

1 1 2

1 2 3

1 1 2

A

− − 
 

= − 
 − 

 

 נביא לצורה קנונית ע"י פעולות שורה אלמנטריות

3 1 3 1 2 1 1 1

2 1 2

'

1 1 2 1 1 2 1 0 1 1 0 1

1 2 3 0 1 1 0 1 1 0 1 1

1 1 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0

R R R R R R R R

R R R
A A

+ → + → − →

+ →

− − − − − −       
       

= − ⎯⎯⎯⎯→ − ⎯⎯⎯⎯→ − ⎯⎯⎯⎯→ − =       
       −       

 

 היא מטריצה קנונית. ’Aהמטריצה 

 חופשיים:נזהה משתנים תלויים ו



31 2

1 0 1

' 0 1 1

00 0

A

XX X

 
 

− 
 = −
 
 
 
 

 

1 X   משתנה תלוי 

2X משתנה תלוי 

3X משתנה חופשי 

 נבצע פרמטריזציה

3X t=  

 נרשום את המערכת המתקבלת ונציב את הפרמטריזציה.

1 3

2 3

1

2

1

2

3

0

0

1

1 ,

1

X X

X X

X t

X t

X t

X X t t t

tX

− =

− =



=

=



     
     

= = =      
    
    

 

 :2דוגמא 

 נפתור את המערכת:

1 2 3 4

1 2 3 4

2 5 3 0

3 4 0

X X X X

X X X X

− + + =

− + − + =
 

 מטריצת המקדמים היא:

1 2 5 3

1 3 4 1
A

− 
=  

− − 
 

 נביא לצורה קאנונית:

2 1 2 1 2 12

31 2 4

1 0 7 11
1 2 5 3 1 2 5 3

1 '0 1 4
1 3 4 1 0 1 1 4

R R R R R R
A A

XX X X

+ → + →

 
− −     

= ⎯⎯⎯⎯→ ⎯⎯⎯⎯→ =     − −     
 

 

 משתנים תלויים 1X 2Xמשתנים חופשיים,   3X 4Xכאן 



4נבצע פרמטריתזציה  3, , ,s t X t X s = = 

 הפרמטריזציה. אנו מקבליםנרשום את המערכת המתקבלת ונציב את 

1 3 4

2 3 4

1

2

7 11 0

4 0

7 11

4

X X X

X X X

X s t

X s t

+ + =

+ + =



= − −

= − −

 

 ולבסוף:

1

2

3

4

7 11 7 11

4 1 4
,

1 0

0 1

X s t

X s t
X s t s t

X s

tX

− − − −       
       

− − − −       = = = + 
       
        

      

  

 

 הערה:

 באופן עקרוני המשתנים החופשיים יכולים להופיע בכל עמודה במטריצה.

 למשל

3 51 2 4

1
0 1 3 0

2

' 0 0 0 1 2

0 00 0 0

A

X XX X X

 
− 

 
 =
 
 
 
 

 

1במערכת זו המשתנים החופשיים הם  3 5, ,X X X 

 נבצע פרמטריזציה

1 3 5, ,X r X s X t= = = 

 ונקבל



2 3 5

4 5

1

2

3

4

5

1
3 0

2

2 0

0

1 01 1
3

0 32 2

0 1 0 , , ,

2 0 0 2

0 0 1

X X X

X X

r
X

s t
X

X X s r s t r s t

tX

tX

− + =

+ =



   
         −     −    
        
        = = = + + 
        
− −        
       

        
   

 

אזי לכל  M>Nנעלמים ו  Mמשוואות ב Nנשים לב לכך שאם נתונה מערכת הומוגנית של  •

 משתנים חופשיים.  M-Nהפחות קיימים 

אם במערכת הומוגנית אין משתנים חופשיים בכלל אזי הפתרון היחיד למערכת הוא  •

 הפתרון הטריוויאלי.

 

 

 פתרון מערכת משוואות ליניארית לא הומוגנית:

מערכת משוואות ליניארית לא הומוגנית היא מערכת מהצורה 
0

AX B

B

=


 

 ליניארית לא הומוגנית:אלגוריתם לפתרון מערכת משוואות 

 בונים את המטריצה המורחבת של המערכת (1

( )B A b= 

 ’Bלצורה קנונית  Bמביאים את  (2

)קיימת שורה מהצורה  B’אם בצורה הקנונית  (3 )0 0 0 1 

 אזי המערכת אינה ניתנת לפתרון. שורה זו תקרא שורת סתירה.

)מתקבלת שורה מהצורה  אם במהלך תהליך הדירוג  )0 0 0 , 0a a    אזי .

 שורה זו נקראת שורת סתירה ואין פתרון למערכת.

 

, נמשיך נזהה את המשתנים החופשיים ונבצע פרמטריזציה במידה ואין שורות סתירה (4

 בפתרון בדומה לדירוג משוואה הומוגנית.
 

 אפשרויות הפתרון הן: •

 אין פתרון )שורת סתירה( .1

 פתרון יחיד )אין משתנים חופשיים( .2

 (מספר הפתרונות יהיה סופי אם השדה סופי)הערה:  אינסוף פתרונות )יש משתנים חופשיים( .3

 דוגמא:



1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 1

2 3 4

2 1

X X X

X X X

X X X

− − + = −

+ − = −

+ − =

 

 נפתור את המערכת מעל 

 פתרון:

 המורחבת של המערכת:ראשית נרשום את המטריצה 

( ) 2 1 2 1 2 1 1 1

3 1 3

1 1 2 1 1 1 2 1 1 0 1 6 1 0 1 6

1 2 3 4 0 1 1 5 0 1 1 5 0 1 1 5

1 1 2 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

R R R R R R R R

R R R
A b

+ → + → − →

+ →

− − − − − − − − −       
       

= − − ⎯⎯⎯⎯→ − − ⎯⎯⎯⎯→ − − ⎯⎯⎯⎯→ − −       
       −       

 

3Xמשתנה חופשי. נבצע פרמטריזציה  3Xכאן  t= ונקבל 

1

2

1

2

3

6

5

6 6 1

5 5 1

0 1

X t

X t

X t

X X t t

tX

= +

= − +



+       
       

= = − + = − +       
      
      

 

 

 דוגמא: נפתור את המערכת

1 2 3

1 2 3

2 3

2 1

2 2

5 3

X X X

X X X

X X

− + =

+ + =

− =

 

 פתרון:

( ) 3 2 32 1 22

1 2 1 1 1 2 1 1 1 2 1 1

2 1 1 2 0 5 1 0 0 5 1 0

0 5 1 3 0 5 1 3 0 0 0 3

R R RR R R
A b

− →− →

− − −     
     

= ⎯⎯⎯⎯⎯→ − ⎯⎯⎯⎯→ −     
     − −     

 

 אין פתרון למערכת.קיבלנו שורת סתירה ולכן 

 דוגמא:

 נפתור את המערכת

1 2 3

1 2 3

1 2

2 9

0

3 3

X X X

X X X

X X

− + + =

+ + =

+ = −

 

 נבנה את המטריצה המורחבת ונדרג



( ) 2 2
2 1 2

3 1 3

3 3
3 2 3 1 2 1

1

2 3
2

1

7 6

2 1 1 9 2 1 1 9 2 1 1 9

1 1 1 0 0 3 3 9 0 1 1 3

1 3 0 3 0 7 1 3 0 7 1 3

2 1 1 9 2 1 1 9

0 1 1 3 0 1 1 3

0 0 6 18 0 0 1 3

R R
R R R

R R R

R R
R R R R R R

A b
→

+ →

+ →

− →
− → − →

− − −     
     

= ⎯⎯⎯⎯⎯→ ⎯⎯⎯⎯→     
     −     

− −   
   

⎯⎯⎯⎯⎯→ ⎯⎯⎯⎯→ ⎯⎯⎯ →   
   − −   

2 3 2

1 1

1

1 2

2

3

2 0 0 6 1 0 0 3 3

0 1 1 3 0 1 0 0 0

0 0 1 3 0 0 1 3 3

R R R

R R

X

X X

X

− →

− →

⎯

− − −      
      

⎯⎯⎯⎯→  = =      
      
      

 

 

תהי  •
0

AX b

b

=



 

 מערכת לא הומוגנית.

1יהיו  2,X X  שני פתרונות של המערכת. כלומר, מתקיים 

1

2

AX b

AX b

=

=
 

1 2 1 2( ) 0A X X AX AX b b − = − = − = 

1לכן אם   2,X X  1פתרונות שונים של המערכת הלא הומוגנית אזי 2h X X= הוא פתרון  −

0Ahשל המערכת ההומוגנית  = 

 

1AXמקיים  1Xבכיוון ההפוך: אם  b=   וh  0מקייםAh  אזי מתקיים =

2 1 2 1 1( ) 0X X h AX A X h AX Ah b b= +  = + = + = + = 

 משפט:

תהי 
0

AX b

b

=



אזי הפתרון הכללי של מערכת ליניארית לא הומוגנית ניתנת לפתרון.  

 :המערכת הוא מהצורה 

1 ( , ...)X X h s t= + 

)פתרון פרטי של המערכת הלא הומוגנית ו  1Xכאשר  , ...)h s t  פתרון כללי של המערכת

)ההומוגנית המתאימה  0)AX =. 

 קודמתדוגמא: נחזור לדוגמא 



 

 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 1

2 3 4

2 1

X X X

X X X

X X X

− − + = −

+ − = −

+ − =

 

 

1

2

3

6 6 1

5 5 1

0 1

X t

X X t t

tX

+       
       

= = − + = − +       
      
      

 

6

5

0

 
 
− 
 
 

 פתרון פרטי של המערכת הלא הומוגנית

1

1

1

t

 
 
 
 
 

 פתרון כללי של המערכת ההומוגנית המתאימה 

 

 

 דוגמא: נפתור את המערכת הבאה התלויה בפרמטר

1

3 2

2 3 3

x y z

x ky z

x y kz

k

+ − =

+ + =

+ + =



 

 :kנקבע עבור אלו ערכים של 

 אין פתרון .1

 קיים פתרון יחיד .2

 קיימים אינסוף פתרונות .3

 פתרון: נבנה את המטריצה המורחבת ונביא לצורה קנונית:

3 2 32 1 2

3 1 3

( 1)

2 1

2

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 3 2 0 ( 1) 4 1 0 ( 1) 4 1

2 3 3 0 1 ( 2) 1 0 0 6 2

k R R RR R R

R R R k
k k k

k k k k k

− − →− →

− → 

− − −     
     

⎯⎯⎯⎯→ − ⎯⎯⎯⎯⎯⎯→ −     
     + + − −     

 

2 6 ( 2)( 3)k k k k+ − = − + 

 נקבל אינסוף פתרונות k=2עבור 



 אין פתרון –נקבל שורת סתירה  k=-3עבור 

 נקבל את המערכת   k=1עבור 

3 2

1 1 1 1 1 1 1 1

0 0 4 1 0 1 3 1

0 1 3 1 0 0 4 1

R R

− −   
   

⎯⎯⎯→   
   
   

 

 המטריצה מדורגת ולכן יש לה פתרון יחיד.



 :5אלגברה ליניארית שיעור 

 

 סיום: –ות )ממ"ל( הומוגניות ולא הומוגניות פתרון מערכות משוואות ליניארי

 גה של מטריצה:דר –הגדרה 

)טריצה תהי מ )n mA M F 

)סומנת ב מ Aהדרגה של  )Rank Aו א להיות מספר השורות שאינן שורות אפסים תדרומוג

 .Aנונית של יל בצורה הקיש בהן איבר מובהשורות שמספר  –ין ילופלח

 משפט:

AXתהי  B= נות אם ורק אם מתקיים "ל לא הומוגנית. אזי למערכת יש פתרוממ

( ) ( )( )' ' 'Rank A Rank A b= 

)ו  Aקנונית של הצורה ה A’כאשר  )' 'A b רחבת המוהמטריצה  קנונית שלצורה הה( )A b 

 טריצות הפיכות:מטריצת היחידה ומ

 :Nת יחידה מסדר מטריצהגדרה: 

)היא מטריצה ריבועית המסומנת  Nסדר מטריצת היחידה מ )n n nI M F 1המקיימת ,i j n 

( )
1,

0,
ijij

i j
In

i j


=
= = 


 

ij .נקראת דלתא של קרוניקר 

 היא Nמסדר חידה ת של מטריצת יהצורה הכללי

1 0 0

1

0 0 0

0 0 1

nI

 
 
 =
 
 
 

 

)לכל מטריצה  • )n mA M F  מתקייםnI A A= 

 ח:נוכי

)תהי  )n mA M F  מטריצה בעלת איברים( )ijA a=  זה מתקיים במקרה 

1

1

i n

j m

 

 
 

( ) ( )
1 1

n n

n n kj ik kj ijij ik
k k

I A I a a a
= =

= = =  

nI A A = 



)ה אם באופן דומ )m nA M F  אזי מתקיים
nAI A= 

 

 יכה מימין:ה הפהגדרה: מטריצ

)טריצה מ )n mA M F ם קיימת מטריצה הפיכה מימין א ראתק( )m nB M F  כך ש* nA B I= 

 מאל:שמטריצה הפיכה מ

)מטריצה  )n mA M Fקרא הפיכה משמאל אם קיימת מטריצה ת( )m nB M F   כך ש

* mB A I= 

 

 שמאל תקרא מטריצה הפיכה.ין וממימ פיכהה Aמטריצה 

 היא מטריצה ריבועית. Aבמקרה הזה 

ABנניח שמתקיים  I=   וגםCA I=  אזי מתקיים( ) ( )B IB CA B C AB CI C= = = = = 

1במקרה זה נסמן  :A B C− = ומתקיים  =
1 1A A AA I− −= = 

 דוגמא:

 חנק

2 5

1 3

3 5

1 2

A

B

 
=  
 

− 
=  

− 

 

מתקיים 

2

2

1

2 5 3 5 1 0

1 3 1 2 0 1

3 5 2 5 1 0

1 2 1 3 0 1

AB I

BA I

B A−

−    
= = =    

−    

−    
= = =    

−    



=

 

 

 :מטריצה אלמנטרית

 הגדרה: 

)ות ה אלמנטרית על מטריצפעול eתהי  )n nM F המטריצה האלמנטרית .eE  מתקבלת ע"י

פעולת השורה 
e

n eI E⎯⎯→ 

 דוגמא:



)מצא את המטריצה האלמנטרית נ )3 3E M   המתאימה לפעולת השורה האלמנטרית

1 3 1: 4e R R R+ → 

1 3 14

3

1 0 0 1 0 4

0 1 0 0 1 0

0 0 1 0 0 1

R R R

eI E
+ →

   
   

= ⎯⎯⎯⎯→ =   
   
   

 

 טענה:

תהי 
eE  עולה פהמטריצה האלמנטרית המתקבלת מביצוע הe ריצה טל המע( )n n nI M F  אזי

)אם  )n nA M F מתקיים
1 eA E A= כאשר 

1

eA A⎯⎯→ 

 דוגמא:

 הית

1 2 3 5

3 4 6 1

2 2 4 3

A

− 
 

= − 
 
 

  

ותהי 
eE אלמנטרית מהדוגמא הקודמת המטריצה ה

1 0 4

0 1 0

0 0 1

eE

 
 

=  
 
 

 

אזי מתקיים 

1 3 1

1 0 4 1 2 3 5

0 1 0 3 4 6 1

0 0 1 2 2 4 3

: 4

eE A

e R R R

−  
  

= −  
  
  

+ →

 

7 10 19 17

3 4 6 1

2 2 4 3

 
 

= − 
 
 

 

 ש:ן לבדוק ונית

1 3 14

1 2 3 5 7 10 19 17

3 4 6 1 3 4 6 1

2 2 4 3 2 2 4 3

R R R
A

+ →

−   
   

= − ⎯⎯⎯⎯→ −   
   
   

 

 הפיכהכל מטריצה אלמנטרית היא  •

ואת פעולת השורה ההפוכה ב  eלמנטרית בא ת שורהנסמן פעול
1e−  

צה האלמנטרית המתקבלת ע"י יטרהמeEתהי 
e

n eI E⎯⎯→ 

1eתהי 
E למנטרית המתקבלת ע"י המטריצה הא−

1

1

e

n e
I E

−

1אזי מתקיים  →⎯⎯− 1e ee e
E E E E I− −= = 



 טענה:

)אם  ), n nA B M F  הן הפיכות אזי*A Bמתקיים גם היא הפיכה ו( )
1 1 1*A B B A
− − −= 

 הוכחה:

( )( ) ( )1 1 1 1B A AB B A A B I− − − −= = 

 

 משפט:

)תהי  )n nA M Fלים:נאים הבאים שקות. ה 

1. A הפיכה 

0AXלממ"ל  .2  פתרון הטריוויאלי בלבדקיים ה =

)לכל וקטור  .3 )1nb M F   למערכתAX b= .קיים פתרון יחיד 

4. A ת שורה לשקולI. 

5. A  מכפלה של מטריצות אלמנטריות.היא 

 הוכחה:

( ) ( )1 2→ 

אזי מתקיים  מטריצה הפיכה.  A נניח ש

( ) ( )1 1 10 0 0 0 0AX A AX A A A X I X X− − −=  =  =  =  = 

( ) ( )2 3→  +( ) ( )3 4→ 

0AXנניח שלמערכת   ויאלי בלבד.וקיים הפתרון הטרי=

 .Iהיא מטריצת היחידה  Aה הקנונית של במקרה זה הצור

AXכת מכיוון שלמער b= רון זה הוא יחיד )אין ( ופתקיים פתרון )אין שורת סתירה למערכת

 במערכת(  שייםמשתנים חופ

( ) ( )4 5→ 

 Iולת שורה ל שק  Aנניח ש 

1במקרה זה מתקיימת סדרת פעולות שורה  2, ,..., ke e e  כך ש 

1 2

1 2 1... kee e

kA A A A I−⎯⎯→ ⎯⎯→ → → ⎯⎯→ 

1המטריצות האלמנטריות נבנה את  2, ,...,e e ekE E E קבל ש ונ המתאימות לפעולות הנ"ל 

2 1*...*ek e eI E E E A= 

1

2 1*...*ek e eA E E E− = 

 בנוסף:



( )1 1

2 1*...*ek ek ek ek e eE I E E E E E A− −= 

1 1 1

1 2 1*...*ek ek ek ekE E I E E E E A− − −

− = 

1 1 1

1 2 1*...* *ek ekE E E E I A− − −

− = 

( ) ( )5 1→ 

את מצאנו 
1A−

  כבר בסעיף הקודם. 

 

 צה הפוכהאלגוריתם למציאת מטרי

 המסגרת ההוכחה הקודמת קיבלנו ש

( ) ( )

1 2

1 2 1 1 2

1 21 1

1 2 1 1 2

1

*...* ...

*...* ...

| |

e e

ek ek e e

e e

ek ek

I E E E E A A A I

A E E E E I I B B A

A I I A

−

− −

−

−

=  ⎯⎯→ ⎯⎯→ → →

=  ⎯⎯→ ⎯⎯→ → →

→

 

 

 מכאן אלגוריתם להפיכת מטריצה:

)צה נתן מטריבה )n nA M F  

)נבנה את המטריצה המורחבת  .1 )A I 

 נוניתצורה ק"ל לרחבת הננדרג את המטריצה המו .2

צה המורחבת אזי אפסים בחצי השמאלי של המטריאם בתהליך הדירוג מופיעה שורת  .3

A .אינה הפיכה 

יצה בתהליך הדירוג אזי בסיום הדירוג נקבל מטר  3אם לא מופיעה שורת אפסים כמו ב .4

)צורה מה )1I A−
 

 

 מא:דוג

נהפוך את המטריצה 

1 0 2

2 1 3

4 1 8

A

 
 

= − 
 
 

 

 רון:פת

 נבנה את המטריצה המורחבת

( )

1 0 2 1 0 0

| 2 1 3 0 1 0

4 1 8 0 0 1

A I

 
 

= − 
 
 

 



3 2 32 1 2

3 1 3

1 3 1 2 2

2 3 2 3 3

2

4

2

1 0 2 1 0 0 1 0 2 1 0 0

0 1 1 2 1 0 0 1 1 2 1 0

0 1 0 4 0 1 0 0 1 6 1 1

1 0 0 11 2 2 1 0 0 11 2 2

0 1 0 4 0 1 0 1 0 4 0 1

0 0 1 6 1 1 0 0 1 6 1 1

R R RR R R

R R R

R R R R R

R R R R R

+ →− →

− →

+ → − →

− → − →

   
   

⎯⎯⎯⎯⎯→ − − − ⎯⎯⎯⎯→ − − −   
   − − −   

− −  
 

⎯⎯⎯⎯→ − − ⎯⎯⎯⎯→ − 
 − − − −  


 
 
 



 

על כן  
1

11 2 2

4 0 1

6 1 1

A−

− 
 

= − 
 − − 

 

 

 משפט:

)יהיו  ), n nA B M F 

A*ניח ש נ Bכה, אזי ימטריצה הפA וB מטריצות הפיכות. 

 הוכחה:

A*אינן הפיכות אזי  (שתיהן)אינה הפיכה או  B אינה הפיכה או Aנוכיח שאם  B .אינה הפיכה 

 .הפיכהאינה  Bנניח ש

0BXאזי למערכת  0יאלי ויוקיים פתרון לא טר = 0X  

)במקרה הזה מתקיים  ) ( )0 0 0AB X A BX=  = 

0ולכן   0X  יוויאלי למערכת הוא פתרון לא טר( ) 0AB X  לא הפיכה. ABש מכאן  =

0קרה זה קיים וקטור . במהפיכה Bאינה הפיכה ו Aנניח ש  0X  0כך ש 0AX מכאן ש  =

( )1 1 1

0 0 0 1 1 00 0 0 0, 0AX ABB X AB B X ABX X B X− − −=  = = =  = =  

 אינה הפיכה. ABעל כן 



 :6אלגברה ליניארית שיעור 

 חן:מבנה הבו

 דוגמא נגדית באם לא נכון.הוכחה באם נכון, :נכון לא נכון שאלות  3

 שאלות אמריקאיות 3

 " ולקבל שליש ממנה.שאפשר לכתוב "לא יודע נק' 40שאלה אחת פתוחה של 

---- 

 המשך משיעור קודם:

)מטריצה תזכורת:  )m nA M F קיימת מטריצה מין אם פיכה מינקראת ה( )m nB M F  כך ש

mAB I= 

) מטריצה  )m nA M F  קיימת מטריצה נקראת הפיכה משמאל אם( )m nC M F  כך ש

nCA I= 

)מטריצה  )m nA M F הפיכה אם היא הפיכה מימין וגם משמאל. ראתנק 

)אם שפט: מ )m nA M F י היא מטריצה ריבועית.הפיכה אז 

 הוכחה:

)מטריצה  נניח ש )m nA M F היו וי היא הפיכה( ), n mB C M F מטריצות כך ש
m

n

AB I

CA I

=

=
 

 ההומוגניתנסתכל על המערכת 

( )

0

n mB M F

BX



=
 

 Aנכפיל משמאל ב

( ) ( )0 0 0 0 0mBX A BX A AB X I X X=  =  =  =  = 

0Xמכאן ש  0BXהוא הפתרון היחיד של  = = 

nלכן  m  משוואות מנעלמים ולכן(פחות יותר לאז יש )אם יש פתרון יחיד 

 

0AXהמערכת ההומוגנית נסתכל על ת כע = 

 ונקבל   C יל את המשוואה בפנכ

( ) ( )0 0 0 0 0nAX C AX C CA X I X X=  =  =  =  = 

0Xאן ש מכ 0AXן היחיד של הוא הפתרו = mלכן  = n 

mומשניהם יחדיו נקבל  n="ל.מש 



 משפט:

)תהי  )n nA M F  אם
nAB I=  אזי

nBA I=. 

 ה:הוכח

 אין שורת אפסים.  Aב :טענה

 אפסים.שורת יש  Aשבנניח הוכחת הטענה: 

ב לכך ש יש שורת אפסים, בסתירה ABב זה קרה במ
nI .אין שורת אפסים 

 שורת אפסים.אין  Aולכן ב

 אין שורת אפסים. A'באזי . Aצורה הקנונית של את ה A'נסמן ב  :2טענה

 סים.שורת אפ יש  A'בילה שבשלנניח  ענה:הוכחת הט

A' ששל מטריצות אלמנטריות( כך )מכפלה  P קיימת מטריצה הפיכה PA= 

 ים במקרה זה מתקי

( ) ( ) 'nP PI P AB PA B A B= = = = 

בין מימנכפיל את המשוואה 
1P−

 

( )1 1'nI PP A BP− −= = 

רה לכך שבם, זאת בסתיזי במכפלה יש שורת אפסיאפסים א קיימת שורת A'אם ב 
nI  אין

 שורת אפסים.

 אין שורת אפסים. A'ולכן ב 

 

'אזי בהכרח אין שורת אפסים  A'כיוון שב  ,בנוסף nA I=  ומכאן שnI PA= 

 

)לבסוף,  ) ( )n nB I B PA B P AB PI P= = = = = 

nBAמכאן ש  PA I= = 

  



 בים וקטורייםמרח

 קטורי:מרחב ו

)יה רביעי קטורי הואהגדרה: מרחב ו ), , ,*V F  הכוללת:   +

V ברים הנקראים וקטוריםאיוצת הקב 

F שדה 

V:בינארית פעולה  + V V+   הנקראת חיבור וקטורי →

:*פעולה בינארית  * F V V  סקלארהנקראת כפל ב →

 ת התכונות הבאות:איימת ומק

1. 
1 2

1 2 2 1

,V V V

V V V V

 

+ = +
 

2. 
( ) ( )

1 2 3

1 2 3 1 2 3

, ,V V V V

V V V V V V

 

+ + = + +
 

0קיים איבר  .3 V  כך ש
0

V V

V V

 

+ =
 (טרלי לחיבור או וקטור האפסינקרא האיבר הנ 0) 

Vלכל וקטור  .4 V   קיים וקטור( )V V−   כך ש( ) 0V V+ − = 

Vלכל וקטור  .5 V  1מתקיים*V V=  1)כאן F) 

לכל  .6
,

V V

F 




)תקיים מ   ) ( )* *V V  = 

לכל  .7
1 2,

F

V V V

 


)מתקיים     )1 2 1 2* V V V V  + = + 

לכל  .8
, F

V V

  


)מתקיים    )*V V V   + = + 

 

 :דוגמא

)נסמן  ) 1 2 3, , ... : ,1...

n

n

n iF a a a a a F i nF F F F= =       

נסמן 
nV F=  ונגדיר את המרחב הוקטורי( ) ( ), , ,* , , ,*nV F F F+ = דרת החיבור כאשר הג +

 הוקטורי והכפל בסקלאר הן 

( )

( )
( )

1 1 2 3

1 2 1 1 2 2

2 1 2 3

, , ,...,
, ,...,

, , ,...,

n

n n

n

V a a a a
V V a b a b a b

V b b b b

= 
 + = + + +

= 

 



( )
( )1 2 3

1 2

, , ,...,
, ,...,n

n

V a a a a
V a a a

F
   



= 
 =

 

 

רט וקטורי בפרחב "ל מקיימת את כל התכונות של מהרביעייה הנניתן לבדוק ש

( )0 0,0,0,...,0= 

 

 :דוגמא

)יהי  )m nV M F= את הרביעייה הבאה  נגדיר( ) ( )( ), , ,* , , ,*m nV F M F F+ = + 

)ר מוגדרים ע"י קלארי והכפל בסחיבור הוקטוכאשר ה ) ( ), ,m nA B M F V A B A B =  = + 

(A B+ )חיבור מטריצות 

( ) ( ), , *m nF A M F A A     = 

 וקטור האפס הוא . במרחב זה אזי הרביעייה הנ"ל מהווה מרחב וקטורי

( )

0 0

0

0 0

m nM F

 
 

=  
 
 

 

 

 :מרחב הפולינומים(דוגמא )

נסמן ב F X חב כל הפולינומים במשתנה את מרX בשדה קדמים עם מF   למשל ,

( ) 1

1 1 0...

,0

n n

n n

i

p x a X a X a X a

a F i n

−

−= + + + +

  
 

 מוגדר ע"יהחיבור הוקטורי במרחב 

( )

( )

( )( ) ( ) ( ) ( )

1

1 1 0

1

1 1 0

1

0 0 1 1 1

...

...

... ...

n n

n n

m m

m m

m m n

m m m n

p x a X a X a X a

q x b X b X b X b

n m

p q X a b a b X a b X a X a X

−

−

−

−

+

+

= + + + +

= + + + +



 + = + + + + + + + + +

 

 "ימוגדר ע לארוכפל בסק

( )

( )( )

1

1 1 0

1

1 1 0

...

* ...

n n

n n

n n

n n

p x a X a X a X a

F

p X a X a X a X a



    

−

−

−

−

= + + + +





= + + + +

 

)וקטור האפס במרחב זה הוא פולינום האפס )0 0,X X F=    



 ב וקטורי בבוחן!תהיה שאלה על מה זה מרח

 

 שאלה:

הוקטורי מהווה מרחב וקטורי תחת פעולות החיבור  nפולינומים ממעלה כל ההאם הקבוצת 

 ?פל בסקלאר הנ"לכוה

 לא.תשובה: 

 ם האפס אינו מוכל בקבוצה זו.פולינו למשל

 

 שאלה:

מהווה מרחב וקטורי תחת הפעולות  nאו שווה ל  האם קבוצת כל הפולינומים ממעלה קטנה

 הנ"ל?

 תשובה: כן.

ב בדרך כלל וקטורי זה מסומן  מרחב nF X 

 

 נוספת: דוגמא

)נסמן  )0,V =   ,F = 

 ע"י:דיר פעולות חיבור וקטורי וכפל בסקלאר נג

( )

( )

, 0,

:

, 0,

a b V o

a b ab

a V

a a





 = = 

 =

  = 

=

 

)עייה אזי הרבי   טענה : ) ( )( ), , . 0, , , ,V F  =   .מהווה מרחב וקטורי 

 נבדוק:

1. 
( ), 0,a b

a b ab ba b a

 

 = = = 
 

 

2. 
( )

( ) ( ) ( ) ( )

, , 0,a b c

a b c ab c a bc a b c

 

  = = =  
 

 

 

0נסמן  .3 )ונשים לב לכך ש  =1 )0, ,0 1a a a a a    = = = 

 



בהנתן וקטור  .4

( )

( ) 1

0,

1

a V a

a a
a

−

   

− = =
)מתקיים    )

1
* 1 0a a a

a
 − = = = 

 

 

עבור  .5
1

a V


11מתקיים   a a a a= = = 

 

לכל  .6
,

a V

 




)מתקיים   ) ( ) ( ) ( )aa a a a a


     = = = = 

 

 

יהיו  .7
,a b V






 מתקיים   

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )a b ab ab a b a b a b
        = = = =  =  

 

יו יה .8
,

a V

 




 מתקיים  

( ) ( ) ( )a a a a a a      ++ = = =  

) קיבלנו ש )( )0, , , ,  .הוא מרחב וקטורי 

 

 תכונות כלליות של מרחב וקטורי:

)יהי  ), , .*V F  מרחב וקטורי. +

Vלכל  .א V  0מתקיים* 0V = 

) מתקיים: הוכחה )0* 0 0 0 0V V V V= + = + 

)ר הנגדי חבר לשני הצדדים את הוקטונ )0*V− 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )0* 0* 0* 0* 0* 0 0* 0* 0* 0* 0V V V V V V V V V− + = − + +  = − + + = = 

0*מתקיים   Fלכל  .ב 0 = 

 :הוכחה

)מתקיים  )*0 0 0 *0 *0   = + = + 



)י גדחיבור האיבר הנ )*0− לשני האגפים נותן 

( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

*0    *0 *0 *0 *0

0 *0 *0 *0 *0

    

   

− + = − + +



= − − + + =

 

לכל  .ג
F

V V

 


*אם     0V אזי   =

0

0V

 =

=
 

 הוכחה:

0במקרה ש  *0ש הראנו כבר  = 0V 0, אם =  1ר ההופכי אזי קיים האיב  כןול −

( ) ( )1 1 1* 0 0

1* 0 0

V a V

V V

   − − −=  = 

=  =

 



 7אלגברה ליניארית שיעור 

 מרחבים וקטוריים המשך:

 :תתי מרחב

 :הגדרה

Wתת קבוצה  ואה Vוקטורי. תת מרחב של רחב מ Vיהי  V  מעל המהווה מרחב וקטורי

 .V חס לפעולות החיבור הוקטורי וכפל בסקלאר שהוגדרו עלדר מיוגמ Vאותו שדה שעליו 

 )אותו שדה, אותן פעולות, קבוצה בפני עצמה(

 מאות:דוג

יהי  .1 X נומים במשתנה מרחב כל הפוליX  אזי  מעל השדה n X   מרחב כל(

( היא תת מרחב של Xתנה במש Nהפולינומים ממעלה קטנה או שווה ל X 

)הגדרה: מטריצה )n nA M F  תקרא סימטרית אם מתקיים
TA A= . 

)נסמן  .2 ) : T

n nS A M F A A=  =. 

)אזי  )n nS M F  הוא תת מרחב של( )n nM F 

 

 :משפט

Wמרחב וקטורי. תת קבוצה של Vיהי  V  מהווה תת מרחב שלV :אם ורק אם 

1) 0 W 

1לכל  (2 2,W W W   ו, F    1מתקיים 2W W W + . 

)תת מרחב של  אכן יאה 2נבדוק שהקבוצה המוגדרת בדוגמא  )n nM F 

 מת:מתקיית האפס טריצמ .א

0 0 0T S=   

יהיו  .ב
1 2,

,

A A S

F 




אזי מתקיים  

( )1 2 1 2 1 2

1 2

T T TA A A A A A

A A S

     

 

+ = + = +

 + 
 

nהיא תת מרחב של  Sמכאן ש  nM 
 

)תהי  .3 )m nA M    ב נסמןW  כל הפתרונות של המערכת ההומוגנית קבוצת את

0AX היא תת מרחב של  W. אזי =
1

 אה זאת.. נר 

 פתרון:

0ראשית למערכת קיים תמיד הפתרון הטריוויאלי  (1 0A 0ן ולכ = W ( )0 n 

1יהיו   (2 2,W W W  ו,   

)אזי מתקיים  )1 2 1 2 1 20 0 0A W W AW AW W W W       + = + = + =  +  



היא תת מרחב של  Wולכן 
n

 

 

)תהי  .4 )m nA M  , 
0

AX b

b

=


 מערכת משוואות לא הומוגנית פתירה. 

אינה תת מרחב של  Wאת קבוצת כל הפתרונות של המערכת. אזי  Wנסמן ב 
n

 

2Vיהי  .5 )ו  = ) 2 2 2, : 1W a b a b=  +  

אינה תת מרחב של  Wאזי 
2

 

 בדוק:נ

1. ( )0 0,0 W=  

קח נ .2

( )

( )

1

2

0,0

1,0

0, 2

W

W

 

=

=

= =

 ,( )1 2 2,0W W W + =   

אינה תת מרחב של Wמכאן ש 
2

 

 

 :ליניאריירוף צ –הגדרה 

1מרחב וקטורי. בהנתן וקטורים  Vיהי  2 3, , ,..., kV V V V V  וסקלארים
1 2, ,..., k F    כומם וס

1 1 2 2 ... k kV V V V  = + + +(1)  

1של  קרא צירוף ליניארינ 2 3, , ,..., kV V V V V. 

1ליניארי של הוא צירוף  Vאמר ש נ 2 3, , ,..., kV V V V V  סקאלרים אם קיימים
1 2, ,..., k F    

 מתקיימת. 1כך ש משוואה 

 

 הגדרה: –רישה פ

וקטורי. תהי מרחב  V יהי 1 2, ,..., kS V V V=  

1

iV V

i k



 
)מסומנת  S. הפרישה של   ) ( )Span S Sp S רופים ומוגדרת להיות קבוצת כל הצי

כלומר Fדמים במקעם  Sוקטורים מהליניאריים של 

( )  1 1 2 2 ... : ,1k k iSpan S V V V F i k   = + + +    

 משפט

. תהי Fמרחב וקטורי מעל שדה Vיהי  1 2, ,..., kS V V V=  אזי .( )Span S  הוא תת מרחב שלV. 



 רחב:ט על  תתי מנבדוק קיום התנאים של המשפ הוכחה:

עבור  .1
1 2 ... 0k  = = = )נקבל  = )1 20 0 0 ... 0 kV V V Span S= + + +  

יהיו  .2
( )1 2,

,

U U Span S

F 




 . 

)כיוון ש  )1U Span S  קיימים סקלארים
1,..., k  ך ש כ

1 1 1 2 2 ... k kU V V V  = + + + 

)כיוון ש  )2U Span S  קיימים סקלארים
1,..., k    כך ש

2 1 1 2 2 ... k kU V V V  = + + + 

)מכאן נקבל ש  ) ( )1 2 1 1 1 1... ...k k k kU U V V V V       + = + + + + + 

)מכאן ש  )Span S  היא תת מרחב שלV 

 פורשת:קבוצה  –הגדרה 

קבוצה  1 2, ,..., nS V V V=  של מרחב וקטורי קבוצה פורשת נקראתV  אם מתקיים

( )V Span S= 

 מאות:דוג

nV יהי .1 F= 0,0.נסמן,..., 1 ,...,0k

insted of k

e
− −

 
=  
 

 

אזי  1 2, ,..., nS e e e=  היא קבוצה פורשת שלV ..נבדוק 

)יהי  )1 2, ,..., nV V V V F=   הקבוצה וקטור שרירותי .S   תהיה פורשת שלV  אם לכלV  כזה

קיימים סקלאריים 
1,..., n    כך ש: 

1

2

1 1 2 2 1 2

1 0 0

0 1 0
... ...

0 0 1

n n n

n

V

V
V e e e

V

     

       
       
       = = + + + = + + +
       
       

      

 

אם נבחר ואכן 
1

i ia V

i n

=

 
 נוכל לרשום  

1

2

1 2

1 0 0

0 1 0
...

0 0 1

n

n

V

V
V V V V

V

       
       
       = = + + +
       
       

      

 

היא קבוצה פורשת של  Sמכאן ש 
nV F= 

 



3V יהי .2 ותהי  =

1 1 3

2 , 1 , 2

1 1 1

S

      
      

= −      
      
      

 

פורשת את  Sנבדוק האם 
3

 

פורשת את  Sפתרון: אם 
3

אזי כל  וקטור ב 
3

. על כן,  Sהוקטורים בהוא צירוף ליניארי של  

 בהינתן 

3

a

V b

c

 
 

=  
 
 

1את המערכת עלינו לפתור   2 3

1 1 3

2 1 2

1 1 1

a

b

c

  

       
       

= + − +       
       
       

 

1

2

3

1 1 3

2 1 2

1 1 1

a

b

c







    
    

− =    
    
    

 

ונית של מטריצת המקדמים היא מטריצת ה הקנאם הצור a,b,cיהיה קיים לכל למערכת  –פתרון 

 ידה.היח

פורשת את  S. לכן היא אכן מטריצת היחידהלצורה הקנונית הדירוג מראה ש'קצת' עבודה 
3

 

 

יהי  .3 2V R X=  ותהי 21,1 ,S X X X= + + 

 .Vפורשת את  Sיש לבדוק האם 

 פתרון:

)אזי לכל פולינום  Vפורשת את  Sאם  ) 2*1P X a bX cX= + קיימים  +
1 2 3, ,     כך ש 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2

1 2 3 1 2 2 3 3*1 *1 1 *1P X a bX cX a X X X X X      = + + = + + + + = + + + + 

1 2 1

2 2 2

3 3

1 1 0

0 1 1

0 0 1

a a a

a b b

cc

 

 

 

+ =     
     

 + =  =     
     =      

 

 

 מרחב דומה להגדרת קבוצה פורשת למרחב.-הגדרה של קבוצה פורשת של תת •

 :()הגדרתיות דוגמאות

)תהי  .1 )m nA M F 1ב ן את שורות המטריצה נסמ 2, ,..., n

mR R R F 

תת המרחב  1 2, ,..., n

mSpan R R R Fא מרחב השורה של נקרA  ומסומן ב( )Row A 

( )  1 2, ,..., mRow A Span R R R= 



ב  Aבאופן דומה נסמן את עמודות המטריצה  .2
1 2, ,..., m

nC C C F  אזי תת המרחב של

mF "י הנפרש ע
1 2, ,..., nC C Cשל  נקרא מרחב העמודהA  ונסמן

( )  1 2, ,..., nCol A Span C C C= 

 טענה:

Wמרחב וקטורי. יהי  Vיהי  V ותהי מרחב -תתS קבוצה של -תתV 

Sאזי  W  אם ורק אם( )Span S W 

 הוכחה 

 לימין:משמאל 

) נניח ש )Span S W יהי .V S.  אזי( ) ( )1*S Span S V V Span S  =  

 מימין לשמאל:

Sנניח ש  W יהי .( ) 1 1 2 2 ... k kV Span S V V V V    = + + + 

,...,1שר כא kV V S  כיוון שW רחב נקבל ש מ-הוא תתV W  ולכן( )Span S W 

 קנה:מס

תהינה 
1 2,S S  תת קבוצות שלV אזי .( ) ( )1 2Span S Span S=  אם ורק אם

( ) ( )1 2 2 1S Span S S Span S   

 ענה הנ"ל נובע ש:מהט הוכחה:

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 2 1 2

1 2

2 1 2 1

S Span S Span S Span S
Span S Span S

S Span S Span S Span S

   
 =

   

 

 

 דוגמא:

יהי 
3V  דיר את הקבוצות. נג=

( ) ( ) 

( ) ( ) 
1

2

1,0,1 , 0,1,1

1,1,2 , 1, 1,0

S

S

=

= −
 

)צה להראות ש נר ) ( )1 2Span S Span S= 

רק אם המרחב יהיו שווים אם ו-נה הנ"ל תתיפתרון: על פי המסק
( )

( )

1 2

2 1

S Span S

S Span S




 

 נשים לב לכך ש



( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )1 2

1 1
1,0,1 1,1,2 1, 1,0

2 2

1 1
0,1,1 1,1,2 1, 1,0

2 2

S Span S


= + − 


= − −


 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )2 1

1,1,2 1 1,0,1 1 0,1,1

1, 1,0 1 1,0,1 1 0,1,1
S Span S

= + 


− = − 

 

)ולכן  ) ( )1 2Span S Span S= 

 

 סופית:נפרש מרחב  – הגדרה

Sקיימת קבוצה סופית  סופית אםיקרא נפרש  Vמרחב וקטורי  V  כך ש( )V Span S= 

 דוגמא:

וקטורי המרחב ה
nF   נפרש סופית כיוון שהקבוצה 1 2, ,..., nS e e e=  קבוצה סופית פורשת היא

של 
nF. 

מרחב כל הפולינומים דוגמא למרחב וקטורי שלא נפרש סופית:  2 31, , , ...X X X 

 ליניארית:תלות  – הגדרה

קבוצה -תת S ותהיקטורי מרחב ו Vיהי  1 2, ,..., kS V V V=נאמר ש .S ה ליניארית אם קיימים תלוי

סקלארים 
1 2 3, , ,..., k F      1אפס כך ש שאינם כולם 1 2 2 ... 0k kV V V  + + + = 

 ות:וגמאד

יהי  .1
3V 1. נבדוק האם הוקטורים = 2 3 4

3 1 4 2

0 , 1 , 2 , 1

3 2 2 1

U U U U

−       
       

= = = =       
       − −       

מהווים  

 לויה ליניארית.קבוצה ת

1עלינו לפתור את מערכת המשוואות  פתרון: 1 2 2 3 3 4 40 U U U U   = + + + 

1 2 3 4

3 1 4 2 0

0 1 2 1 0

3 2 2 1 0

   

−         
         

 + + + =         
         − −         

 

1

2

3

4

3 1 4 2 0

0 1 2 1 0

3 2 2 1 0









 
−    

     =    
   − −      

 

 



למערכת זו יש בבירור אינסוף פתרונות ולכן הקבוצה  1 2 3 4, , ,U U U U  היא תלויה ליניארית

 ל(בת" –ת בלתי תלויה ליניארית שאינה תלויה ליניארית נקרא)קבוצה 

 



 אי לימוןהעוגה האהובה עלי היא פ סיכומים? תבכתיברוצים לעזור 

 8ברה ליניארית שיעור אלג

 :טורייםמרחבים וק

 תלות ליניארית:

מרחב וקטורי ותהי   Vיהי  דרה:הג 1 2, ,..., kS V V V=   ,1 , ii k V V  .  נאמר שS  קבוצה תלויה

ליניארית אם קיימים סקלאריים 
1 2, ,..., k F      כך ש שאינם כולם אפס

1 1 2 2 ... 0k kV V V  + + + = 

 :ותדוגמא

1. 

1 2 3

3

1 1 5

1 , 3 , 3

0 1 2

S V V V

V

      
      

= = − = =      
      − −      

=

 

 .יתתלויה ליניאר Sדוק האם נב

 פתרון:

ליניארית אזי קיימים תלויה  Sאם 
1 2 3, ,     שאינם כולם אפס כך ש

1 1 2 2 3 3

1 2 3

0

1 1 5 0

1 3 3 0

0 1 2 0

V V V  

  

+ + =

       
       
− + + =       
       − −       

 

1

2

3

1 1 5 0

1 3 3 0

0 1 2 0







    
    

− =    
    − −    

 

 ור את המערכת:נפת

3 2 31 2 2 4

1 1 5 1 1 5 1 1 5

1 3 3 0 4 8 0 4 8

0 1 2 0 1 2 0 0 0

R R RR R R + →+ →

     
     
− ⎯⎯⎯⎯→ ⎯⎯⎯⎯⎯→     
     − − − −     

 

תלויה  S. על כן םטריוויאליים משתנה חופשי ולכן יש לה פתרונות לא מערכת הזו קייב

 ליניארית.

2 . 

 וקטוריםאה שהנר

( ) ( ) ( )1 2 30,0,7, 2 , 0,5, 3,1 , 6,2,3,4V V V= − = − = 

ליניארית ב לתי תלויה ב
4V =. 



 אי לימוןהעוגה האהובה עלי היא פ סיכומים? תבכתיברוצים לעזור 

פתרון. אם  1 2 3S V V V= + זי קיימים ית אויה ליניארהיא תל +
1 2 3, ,     שאינם כולם

ך ש כאפסים 
1 1 2 2 3 3 0V V V  + + = 

1 2 3

0 0 6 0

0 5 2 0

7 3 3 0

2 1 4 0

  

       
       
       + + =
       −
       
−       

 

1

2

3

0 0 6
0

0 5 2
0

7 3 3
0

2 1 4







 
    
     =    −   

    
− 

 

3 1 31 4

3 2 3 4 3 4

2 7

5 168 6

0 0 6 2 1 4 2 1 4

0 5 2 0 5 2 0 5 2

7 3 3 7 3 3 0 1 34

2 1 4 0 0 6 0 0 6

2 1 4 2 1 4

0 5 2 0 5 2

0 0 168 0 0 168

0 0 6 0 0 0

R R RR R

R R R R R R

+ →

− → − →

− −     
     
     ⎯⎯⎯→ ⎯⎯⎯⎯⎯→
     − −
     
−     

− −   
   
   ⎯⎯⎯⎯⎯→ ⎯⎯⎯⎯⎯→
   
   
   

 

כת הוא במערכת זו אין משתנים חופשיים ולכן פתרון המער
1 2 3 0  = = היא  Sן ש כמ =

 בלתי תלויה ליניארית.

 

 :משפט

מרחב וקטורי ותהי  Vיהי  1 2, ,..., nS V V V= אים שקוליםאזי התנאים הב: 

1. S תלויה ליניארית 

2חות אחד מהוקטורים לפ .2 ,..., nV V ניארית בקודמיותלוי לי. 

1וקטורים לפחות אחד מה .3 2, ,..., nV V V ף ליניארי של הוקטורים האחרים ב ירוהוא צS. 

 הוכחה:

1 1רים קאלל )תלויה ליניארית(. מכאן שקיימים ס"ת Sח : נני→2 2, ,..., n F     שאינם כולם

1כך ש  0 1 2 2 ... ... 0k k n nV V V V   + + + + + = 

 :קרה זה מתקייםהסקאלר האחרון שאינו אפס. במ kיהי 

 1 1
1 1 2 2 1 1... 0 ... k

k k k k

k k

V V V V V V
 

  
 

−
−

−
+ + + =  = − − 



 אי לימוןהעוגה האהובה עלי היא פ סיכומים? תבכתיברוצים לעזור 

2  מיידי.: →3

3 1→: 

נניח ש
kV  ים. כלומר הוא צירוף ליניארי של הוקטורים האחר: 

1 1 2 2 1

1

... ... 0
n

k i i k k k n n

i
i k

V V V V V V V    +

=


=  + + − + + + = 

וכיוון שהמקדם של 
kV  ה ליניארית.( הקבוצה תלוי-1)הוא 

 ת ליניארית:גדרת תלוידיות מהמספר מסקנות מ

 היא תלויה ליניארית. 0קטור האפס ת וכל קבוצת וקטורים הכוללת א .1

 תלויה ליניארית היא בלתי תלויה ליניארית.קבוצה של קבוצה בלתי -כל תת .2

 בעצמה תלויה ליניארית קבוצה תלויה ליניארית היא-תתכוללת צת וקטורים הכל קבו .3

 

 :בסיס למרחב וקטורי

 משפט:

קבוצה -, אזי קיימת תת(0לא כולל את ) Vופית של קבוצה ס-תת S. תהי וקטורימרחב  Vיהי 

'S S  כך שS  ת"ל ו בהיא( ) ( )'Span S Span S=. 

 הוכחה:

תהי  1 2, ,..., nS V V V=.  יהי( )W Span S .וקטור שרירותי 

1שקיימים מכאן  1 2 2 ... ...k k n nW V V V V   = + + + + + 

 , שתלוי ליניארית בקודמיו.kVוקטור, נניח ה ליניארית. לפי המשפט הקודם קיים תלוי Sנניח ש 

1 1 1 1...k k kV V V  − −= + +  

)לכן  )1 1 2 2 1 1 1 1... ... ...k k k n nW V V V V V     − −= + + + + + + + 

שהיא בהכרח בלתי תלויה  S'לקבלת קבוצה מינימלית אופן עד  נמשיך בתהליך באותו

 ליניארית.

 

 בסיס(:הגדרה )

 וקטורים שפורשת אותו(. סופית )יש קבוצה סופית שלנפרש מרחב וקטורי  Vיהי 

Sקבוצה -תת V תקרא בסיס שלV  אםS   בת"ל ופורשת אתV. 

 פט )לאור ההגדרה(:קנה מהמשמס

 קיים בסיס.נפרש סופית למרחב וקטורי 



 אי לימוןהעוגה האהובה עלי היא פ סיכומים? תבכתיברוצים לעזור 

 הוכחה:

Sיימת קבוצה סופית וקטורי נפרש סופית, כלומר, קמרחב  Vיהי  V  ש כך( )Span S V= .פי ל

S'קבוצה -ימת תתרון קיפט האחהמש S  שלS  שהיא בת"ל ו( ) ( )'Span S Span S V= = 

 .Vהיא בסיס של  S'לפי הגדרת בסיס 

 

 דוגמא:

nVרחב הוקטורי נסתכל על המ F=.  1הקבוצה 2

1 0 0

0 1 0

ˆ ˆ ˆ0 , 0 ,..., 0

0 0 1

nE e e e

      
      
      
 

     = = = = 
      
      
            

מהווה  

בסיס של 
nF. נראה זאת. 

 פתרון:

יהי 

1

2

1

n

n

V

V
V F

V

 
 
 = 
 
 
 

 זי מתקייםוקטור שרירותי. א 

1 1 2 1 1 2 2

1 0 0

0 1 0

ˆ ˆ ˆ0 0 ... 0 ...

0 0 1

n n nV V V V V e V e V e

     
     
     
     = + + + = + + +
     
     
     
     

 

פורשת את  Eן לכ
nF. 

 ל:היא בת" E האםנבדוק 

1 1 2 2
ˆ ˆ ˆ... 0n ne e e  + + + = 

1 2

1 0 0

0 1 0

0 0 ... 0 0 , 0

0 0 1

n ii n   

     
     
     
      + + +    =
     
     
     
     

 

היא בסיס של   Eל. על כן בת"  Eמכאן ש 
nF. 

דרטי של סטנ)בסיס זה נקרא הבסיס ה
nF) 



 אי לימוןהעוגה האהובה עלי היא פ סיכומים? תבכתיברוצים לעזור 

 :חב פתרונות של ממ"ל הומוגניתסיס למרב •

 דוגמא:

 ונה מערכת המשוואות ההומוגנית הבאה:נת

1 2 3 4

1 2 3 4

2 3

2 0

2 2 0

5 0

x x x x

x x x x

x x

− + + =


+ + + =
 − =

 

 ב הפתרונות.יש לפתור את המערכת ולמצוא בסיס למרח

1 2 1 1

2 1 1 2

0 5 1 0

− 
 
 
 − 

 

3 2 32 1 1

1 1
1 2 1

2 2

2

1

5 5
1

5

31 2 4

1 2 1 1 1 2 1 1 1 2 1 1

2 1 1 2 0 5 1 0 0 5 1 0

0 5 1 0 0 5 1 0 0 0 0 0

3
1 0 1

55 0 3 5
1

0 5 1 0 0 1 0
5

0 0 0 0
00 0 0

R R RR R R

R R
R R R

R R

xx x x

− →− →

→
+ →

→

− − −     
     

⎯⎯⎯⎯→ − ⎯⎯⎯⎯→ −     
     − −     

 
 
  
 − 

⎯⎯⎯⎯→ − ⎯⎯⎯⎯→  
   
 

 
 
 

 

כאן
3x  ו

4x   .משתנים חופשיים
4

3

x t

x s

=

=
 

ואנו מקבלים 
1

2

3

5

1

5

x s t

x s

−
= −

=

 

1

2

3

4

3 1

15 5

1 1 0
, ,

5 5 0

1 1

0

s t
x

x
s s t s t

x

sx

t

− −   
−    −   

      
       = = +       
              
   
   
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אזי   Wמכאן שאם נסמן את מרחב הפתרונות ב

1

15

1 0
,

5 0

1 1

0

WB

 −  
   − 
    
    =             
  
  

 Wהוא בסיס של   

 

, לא סופית זה קורס פיתמדברים עליהם נפרשים סו)מעכשיו כל המרחבים שאנחנו   מימד:

 ...(מפחיד בעתיד

 משפט:

מרחב וקטורי. יהיו  Vיהי 
1 2,S S קבוצות סופיות של וקטורים ב שתיV . מספר נסמן את הגודל(

נניח ש . V Sמשל וקטורים  Sסופית הוקטורים( בקבוצה 
1S פורשת אתV ו

2S  בלתי תלויה

1ליניארית. אזי מתקיים  2S S. 

 בלתי תלויה ליניארית(דל הקבוצה הדול שווה לגורשת גהקבוצה הפוגודל  –בעברית )

 הוכחה:

: ןנסמ
 

 

1 1 2

2 1 2

, ,...,

, ,...,

m

n

S V V V

S W W W

=

=
 

נניח ש 
1

2

S m

S n

=

=
mעלינו להוכיח ש   . n. 

nלה ש נניח בשלי m . 

1יהיו  , ii n C  לארים כך ש סק
1

0
n

i i

i

C W
=

=. 

כיוון ש 
1S  פורשת אתV  קיימים סקלאריםjia כך ש

1

m

i ji j

j

W a V
=

= ,1 i n  

ב ונקבל נצי
1 1 1

0
n n m

i î i ji i

i i j

C W C a V
= = =

 
= = = 

 
   כימה()החלפת סדר הס 

1 1

m n

ji i j

j i

a C V
= =

 
=  

 
  
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תכל על סנ
1

0
n

ji i

i

a C
=

= כת משוואות הומוגנית של כמערM משוואות בn   נעלמים. על פי

nההנחה  m ן לא טריוויאלים פתרולמערכת זו קיי. 

( )1 2, ,..., nC C C 0כך שקייםiC ,   1 i n .  קבוצה על כן
2S ת"ל.אינה יכולה להיות ב 

 קנה:מס

 יש אותו מספר וקטורים. Vבכל הבסיסים של 

 כחה:הו

יהיו 
1 2,S S  בסיסים שלV. 

כיוון ש 
1S פורשת ו

2S 2"ל נקבל ש בת 1S S כיוון ש .
2S  פורשת ו

1S  בת"ל נקבל ש

2 1S S 

2על כן  1S S=. 

 

 הגדרה: מימד:

 .Vשל בסיס שרירותי סופית שווה למספר הוקטורים בנפרש  Vי המימד של מרחב וקטור

)נים ב מסמ Vשל את המימד  )dim V. 

 דוגמאות:

nV -לראינו ש .1 F= נדרטי קיים הבסיס הסט 1 2
ˆ ˆ ˆ, ,..., nB e e e=  .( )dim nF n=. 

ולינומים דוגמא: נסתכל על מרחב הפ nV x=. לבדוק!)טי רדלמרחב זה קיים בסיס סטנ (

 21, , ,..., nB x x x=  לכן ( )dim 1n x n = +. 

 

 דוגמא:

2ות המרחב הוקטורי של מטריצ Vיהי  2 סימטריות מעל שדהF . יש להראות ש( )dim 3V =. 

 פתרון:

 . Vבסיס של : קבוצת המטריצות הבאה היא טענה
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1 0 0 1 0 0
, ,

0 0 1 0 0 1
VB

      
=       

      
 

 נבדוק:

היא מהצורה  Vמטריצה שרירותית ב  .1
a b

m
b c

 
=  
 

 

ולכן 
1 0 0 1 0 0

0 0 1 0 0 1

a b
m a b c

b c

       
= = + +       
       

 

)כלומר:  )VV Span B= 

2. 1 2 3 1 2 2

1 0 0 1 0 0 0 0
0

0 0 1 0 0 1 0 0
a    

       
+ + =  = = =       

       
 

מכאן ש 
VB .היא בלתי תלויה ליניארית 

על כן 
VB  היא בסיס שלV ו ( )dim 3vV B= = 

 מסקנה:

)וקטורי ממימד מרחב   Vיהי  )dim V n=.  תהיS קבוצה סופית של וקטורים בV . 

 קיים:מת 

Sאזי  Vפורשת את  Sאם  .א n. 

Sבת"ל אזי  Sאם  .ב n 

 ים ליניארית!(מד אזי בוודאות חלקם תלוינתנו לנו יותר וקטורים מהמיאם  –בעברית )

Sו  Vרשת את פו Sאם  .ג n=  אזיS  היא בסיס שלVפך., ולה 

Sל ת"ב Sאם  .ד n= אזי S .בסיס 

 הוכחה:

 .Vשל  בסיס שרירותי Bיהי  .א

Bס מתקיים: סיב Bכיוון ש  n=. 

Sבת"ל מתקיים  Bפורשת ו Sכיוון ש B n =. 

nבת"ל מתקיים  Sפורשת ו Bוון ש א'. כי כמו ב Bנקח בסיס  .ב B S=  
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Sפורשת ו  Sנניח ש .ג n= יח בשלילה ש וננS קיימת תתבמקרה זה רית. תלויה ליניא-

S' קבוצה S  כך ש'S S n )ו  = ) ( )'Span S Span S V= נו סתירה לסעיף . קיבל=

 בת"ל.בהכרח   Sל כן עו א'

S, בת"ל S נניח ש  .ד n= ה ש ונניח בשליל( )Span S V.  במקרה זה קיים וקטורW V 

)ך ש כ )W Span S  והקבוצה S W 1כוללת היא בת"ל וn+ רה וקטורים בסתי

 לסעיף ב'.

 דוגמא:

)נבדוק האם הקבוצה  ) ( ) ( ) ( ) 2 2 3 11 , , ,..., n nB x x x x x x x−= + + + + 

היא בסיס של  nV x=? 

 א לא.יהתשובה ה פתרון:

נימוק: המימד של המרחב  ( )dim 1n x n = Bו   + n= לכןB  אינה יכולה להיות בסיס שלV. 

 

 דוגמא:

3Vיהי  =  ,

1 1 1

0 , 1 , 1

0 0 1

B

      
      

=       
      
      

. 

הוא בסיס של  Bנבדוק האם 
3

. 

 פתרון:

)ראשית ,  )dim 3B V= = 

 נבדוק האם הקבוצה בלתי תלויה ליניארית:

1

2 1 2 3

3

1 1 1 0

0 1 1 0 0

0 0 1 0

a

   



    
    

=  = = =    
    
    

 

בסיס של  Bנקבל ששל המסקנה  היא בת"ל. לפי סעיף ד' Bמכאן ש 
3

. 
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 :9אלגברה ליניארית שיעור 

 המשך: –בסיס ומימד 

)ממימד מרחב וקטורי  Vמשפט: יהי  )dim V n= מעל שדהF תהי . 1 2, ,..., nB v v v=   קבוצת

 :קולותיעות הבאות ששתי הקב. אזי Vוקטורים ב

1. B  היא בסיס שלV. 

vכל וקטור  .2 V  ף ליניארי באופן יחיד כצירוף ליניארי יחיד כצירוביטוי ניתן ל

1 1 ... n nv v v =  (1)משוואה+

 כחה :הו

( ) ( )1 2: 

. קיימים סקלארים קבוצה פורשת B. כיוון ש Vבסיס של  Bנניח ש 
1,..., n F   משוואה ך שכ

חיד. נניח שקיימים מתקיימת. עתה נראה שהצירוף הוא י 1
1,..., n F    ו

1,..., n F    כך

1ש   1 ... n nv v v = 1ו   + 1 ... n nv v v = + 

( ) ( )1 1 10 ... n n nv v    = − + + − 

הוא בסיס נקבל ש  Bכיוון ש 
1 1,..., n n   =  חה.ניגוד להנב=

( ) ( )2 1: 

vוקטור  לכלש נניח V 1 יש צירוף ליניארי יחיד 1 ... n nv v v =  B. מההנחה הנ"ל נקבל ש +

10מתקיים . בנוסף, Vפורשת את  ... 0 0nv v+ + =. 

 יס.בת"ל ולכן היא בס B, נקבל ש על פי ההנחה זה הוא יחיד ארי המכיוון שהצירוף הליני

 

 :רדינאטות(או)וקטור קו הגדרה

)קטורי ממימד מרחב ו Vיהי  )dim V n=  מעל שדהF יהי . 1 2, ,..., nB v v v=  בסיס שלV מכאן .

1ירוף ליניארי יחיד כך ש יים צשק 1 2 2 ... n nv v v v  = + + vלכל וקטור  + V . וקטור

יסומן ב  Bסיס לב חסבי vטות של הקואורדינ
B

v 
 

להיות  ויוגדר 

1

2

1 1 2 2 ... n

n n
B

n

v v v v v F




  



 
 
  = + + +  = 

   
 
 
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 משפט:

)מרחב וקטורי ממימד  Vיהי  )dim V n=  מעל שדהF  ויהיW V מרחב של -תתV  אזי המימד .

) של )dim W n  . ואם( )dim W n=  אזיW=V. 

 הוכחה:

תהי 
1B קבוצה בת"ל של וקטורים בW  .   כיוון( )dim W n= 1כרח בהB n 

אם 
1B  פורשת את W  אזי

1B  היא בסיס שלW  ו( )dim W n  אם .
1B  לא פורשת אתW אז 

קיים וקטור 
1W  כך ש( )1 1W Span B  פוהוקטור ולהוסילקחת את , מכאן שניתן 

 2 1 1B B W=  ב ל קבוצה בלתי תלויה ונקבW מקסימאלית קבוצה באופן דומה ונקבל . נמשיך

יניארית של איברים בלתי תלויה ל 1 2, ,...,W mB W W W= שפורשת אתW ו  m n   ולכן

( )dim W m n= . 

 

 ם:צה נתונה של וקטוריהנפרש ע"י קבו מרחב-מציאת בסיס לתת

תהי  1 2, ,..., kS v v v=  קבוצה נתונה של וקטורים במרחב הוקטוריVה זו פורשת תת. קבוצ-

)מרחב  )W Span S=.  סיס לנרצה למצוא בW . 

 אלגוריתם א:

nVיהי  F=   ו 1 2, ,..., kS v v v= 

1ששורותיה הן הוקטורים  Aנבנה מטריצה  .1 2, ,..., kv v v  . 

 ונית )תכלס' מספיק מדורגת(.דרגים את המטריצה לצורה קנמ .2

)מהוות בסיס ל A’נית שורות שאינן שורות אפסים בצורה הקנוה .3 )W Span S=. 

 דוגמא:

יהי 
4W  המרחב של -תת

4
הנפרש ע"י  

1 2 3

1 2 3

2 3 8
, ,

5 1 3

3 4 5

S u u u

      
      

−      = = = = 
     − 
      − − −      

 

 .Wנמצא בסיס של 

 פתרון:

1ששורותיה הן  Aראשית נבנה מטריצה  2 3, ,u u u 
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1 2 5 3 1 2 5 3

2 3 1 4 0 7 9 2 '

3 8 3 5 0 0 0 0

after

dirog
A A

− − − −   
   

= − ⎯⎯⎯→ − =   
   − −   

 

מכאן ש 

1 0

2 7
,

5 9

3 2

WB

    
    
−    =  
   − 
    −    

)ו Wהוא בסיס של   )dim 2W =. 

 

 אלגוריתם ב:

 מרחב וקטורי ותהי Vיהי  1 2, ,..., kS v v v=  ויהי( )W Span S=  נרצה למצוא בסיס ל .W  נניח (

nVש  F=(  

1וקטורים שעמודותיה הן ה Aנבנה מטריצה  .1 2, ,..., kv v v  את ההתאמה של כל ונסמן

 .Sקטור בלו A עמודה ב

  ’A נוניתקלצורה   Aרג את נד .2

שמיט את הוקטור אין בה איבר מוביל )משתנה חופשי( נש' Aבעבור כל עמודה  .3

 .Sהמתאים לעמודה הזו מ

בסיס של ים מהוו לאחר ההשמטה( S)הוקטורים הנותרים ב הקבוצה החדשה שתתקבל .4

 .Wהמרחב הוקטורי -תת

 דוגמא:

5Vיהי  הנפרש ע"י המרחב -תת  W, ויהי  =

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 4 51,2, 1,3,4 , 2,4, 2,6,8 , 1,3,2,2,6 , 1,4,5,1,8 , 2,7,3,3,9w w w w w= − = − = = = 

 .Wבסיס של נרצה למצוא 

 פתרון:

 :נעשה שימוש באלגוריתם ב

3 51 2 4

1 2 1 1 2
1 2 1 1 2

2 4 3 4 7
0 0 1 2 3

1 2 2 5 3
'0 0 0 0 4

3 6 2 1 3
0 0 0 0 0

6 94 8 8
0 0 0 0 0

after

dirog
A A

w ww w w

 
  
  
  − −
 = ⎯⎯⎯→ =− 
  
  
     

 

 

הוא  Wבור עמכילות איבר מוביל ולכן הבסיס המתקבל  4wו   2wהעמודות המתאימות ל 

 1 3 5, ,WB w w w 

 



 לבן. happy hippoהוב עלי הוא מתק האמהומים? רוצים לעזור בכתיבת סיכ

 ה: מרחב שורה ומרחב עמודה של מטריצה:הגדר

)תהי  )m nA M F . 

ב   Aנסמן את שורותיה של 
1 2 3, , ,..., n

mR R R R F עמודותיה של . נסמן אתA  ב

1 2 3, , ,..., m

nC C C C F . 

)מסומן ב   Aמרחב השורה של  )Row Aע"י  ומוגדר( )  1 2, ,..., n

mRow A Span R R R F= . 

)מן ב מסו Aה של מרחב העמוד )Col A גדר ע"י ומו( )  1 2, ,..., m

nCol A Span C C C F= . 

 דרגת שורה:הגדרה: דרגת עמודה ו

)תהי  )m nA M F. 

)מסומנת ב   Aורה של רגת השד )RowRank A  ומוגדרת ע"י ( ) ( )( )dimRowRank A Row A= 

)מסומנת ב  Aרגת העמודה של ד )ColRank A   ומוגדרת ע"י( ) ( )( )dimColRank A Col A= 

 

 טענה:

)תהי  )m nA M F . 

)אזי  ) ( )RowRank A ColRank A=. 

איבר מוביל, הכמות  עמודות עםכמות האם מסתכלים על כמות השורות עם איבר מוביל, ו)

 תהיה זהה(

 

 טריצה:הגדרה: דרגת מ

)נתן מטריצה יבה )m nA M F צה תסומן ב הדרגה של המטרי( )Rank A י ותוגדר ע"

( ) ( ) ( )Rank A RowRank A ColRank A= =. 

 

 משפט:

יהיו 
( )

( )

m k

k n

A M F

B M F








 

)אזי  ) ( ) ( ) min ,Rank AB Rank A Rank B 

 הוכחה:

 מתקיים:



 לבן. happy hippoהוב עלי הוא מתק האמהומים? רוצים לעזור בכתיבת סיכ

( )
111 1 11 1 1

1 1 1

... ...

... ...

k k k

m mk m mk kk

Ra a a R a R

AB

a a a R a RR

    
    

= =    
         

 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )dim dimRow AB Row B Row AB Row B Rank AB Rank B      

 באופן דומה נקבל 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )dim dimCol AB Col A Col AB Col A Rank AB Rank A     

( ) ( ) ( ) min ,Rank AB Rank A Rank B  

 

 טענה:

)מרחב וקטורי ממימד  Vיהי  )dim V n=  מעל שדהF יהי .W  מרחב של -תתV ,( )dim W m= 

ויהי  1 2, ,...,W mB w w w= 1י קיימים וקטורים אז,...,m nw w+  כך ש 1 1,..., , ,...,v m m nB w w w w+=

 .Vבסיס של היא ה

עד  Vפורש את רוף של הוקטור לקבוצה האם הצישואלים  –טור אחרי וקטור וקמוסיפים  (

 )  גענו לקבוצה הפורשת.שה

 

 :מרחב-מדים לתתיהממרחב ומשפט -ישל תתסכום וחיתוך 

 טענה:

ו  1W. יהיו  Fמרחב וקטורי מעל שדה  Vיהי 
2W מרחב של -תתיV 1. אזי 2W W מרחב -הוא תת

 .Vשל 

 הוכחה:

10כיוון ש .1 W 20ו W 1( אזי רחבמ-תתיך שהם )מכ 20 W W . 

,יהיו  .2 F    1ו 2,u v W W .  1אזי כיוון ש,u v W  1וכיוון שW מרחב נקבל ש -הוא תת

1u v W + . 

u,2כיוון ש  v W  2וכיוון שW 2רחב נקבל ש מ-הוא תתu v W +   ולכן

1 2u v W W +  . 

1אן ש מכ 2W W מרחב של -הוא תתV. 

 

1נשים לב שבאופן כללי  2W W ל מרחב ש-אינו תתV לדוגמא .
2V =. 
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( ) 1 ,0 ,W x x=  ו ( ) 2 0, ,W y y=   נשים לב לכך ש

( )

( )
( ) ( ) ( )

1

1 2

2

,0
,0 0, ,

0,

x W
x y x y W W

y W

 
 + =  

 

 

 יר:לכן נגד

 מרחב:-גדרה: סכום של תתיה

מרחב וקטורי ו  Vיהי 
1 2,W W מרחב של -יתתVם . הסכו

1 2W W+ גדר ע"י יו

 1 2 1 2 1 1 2 2: ,W W W W W W W W+ = +   

 טענה:

1 2W W+ א תת מרחב של הוV. 

 הוכחה:

כיוון ש  .1
10 W ,20 W ש , נקבל

1 2

1 20 0 0
W W

W W
 

= +  + 

1יהיו  .2 2,u v W W + ,, F    1קיימים 1u W ,2 2u W  1כך ש 2u u u= + 

1באופן דומה  2v v v= + ,2 2v W 1ו 1v W ולכן 

( ) ( ) ( ) ( )
1 2

1 2 1 2 1 1 2 2 1 2

W W

u v u u v v u v u v W W       
 

+ = + + + = + + +  + 

 

 דים לתתי מרחב:המימ משפט

ו מרחב וקטורי  Vיהי 
1 2,W W מרחב של -יתתV אזי מתקיים .

( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2dim dim dim dimW W W W W W+ = + −  

 הוכחה:

יהי  
1 2 1 2, ,...,W W lB w w w לבסיס  =

1 2W W  ר )כאש( )1 2dim W W l =( 

נשלים את 
1 2W WB   לבסיס של

1W .ע"י הוספת וקטורים 

 
1 1 1,..., , ,...W l l mB w w u u+=  ה החדש(דלה מה היה ומלצורך הב uחלפה לאות )ה +

)אן כ )1dim W m= 

 .2Wבסיס של ן דומה נשלים לפאוב

 
2 1 1,..., , ,...,W l l nB w w v v+=  

( )2dim W n= 
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 טענה:

 
1 2 1 1 1,..., , ,.... , ,...,W W l l m nB w w u u v v+ היא הבסיס של  =+

1 2W W+. 

) בבירור )
1 2 1 2W WSpan B W W+ = אות ש . נותר לנו להר+

1 2W WB +
 בת"ל.היא  

 ליניארית. נניח בשלילה שקבוצה זו היא תלויה

רשום זה ניתן לבמקרה 
1 1 1 1 1 1... ... ... 0l l l m l m l n l na w a w b u b u c v c v+ − + −+ + + + + + + + = 

כל המקדמים הם אפס. מכאן: כאשר לא 

( )
1

2

1 1 1 1 1 1... ... ...l l l m l m l n l n

W
W

a w a w b u b u c v c v+ − + −




+ + + + + = − + + 

1מכאן ש  2w W W  

מים סקלארים לכן קיי
1 2, ,..., l    1כך ש 1 2 2 ... l lw w w w  = + + + 

מכאן נקבל ש 
1 2 ... 0m lb b b −= = = = 

ש  ו
1 2 ... 0n lc c c −= = = =  

מכך אנו מסיקים שגם 
1 2 ... 0la a a= = = ולכן  =

1 2W WB  בת"ל. +

יק ש סנ
1 2W WB של  היא בסיס +

1 2W W+  ומכאן

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 21 2 1 2 1 2dim dim dim dimW WW W B l m l n l m n l W W W W++ = = + − + − = + − = + −  

 



 ��עשו משהו טוב היום ת  צים לעזור בכתיבת סיכומים?רו

 :10שיעור  ברה ליניאריתאלג

 העתקות ליניאריות:

 ה ליניארית:העתק – ההגדר

 .ה(שדשניהם מעל אותו ) Fים מעל שדה חבים וקטוררמ Wו  Vיהי 

T:יא פונקציה ה Wל Vקה ליניארית מהעת V W→ המקיימת: 

( ) ( ) ( )
1 2

1 2 1 2

, , ,

W

F V V V

T V V T V T V

 

   



   

+ = + 

 גמאות:דו

nVיהי  .1 mWו   = )טריצה נתן מיבה .= )m nA M  העתקה דיר נג:T V W→  ע"י

( ):V V T V AV  =  

 עתקה ליניארית.ה Tנראה ש 

,יהיו     1ו 2, nV V   מתקיים אזי

( ) ( )1 2 1 2 1 2 1 2T V V A V V AV AV TV TV       + = + = + = + 

 

3Vיהי  .2 =  ,2W )נגדיר העתקה  = )( ) ( ): , , , , 2 3T V W T a b c a b c a b c→ = + − + + 

 .. נראה זאתאריתהיא העתקה ליני Tאזי 

)יהיו  ) ( ) 3

1 1 1 1 2 2 2 2, , , , , , ,V a b c V a b c   = =  

)מתקיים  ) ( ) ( )1 2 1 1 1 2 2 2 1 2 1 2 1 2, , , , , ,V V a b c a b c a a b b c c         + = + = + + + 

 מכאן

( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

1 2

1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2 1

, ,

, 2 3

,2 3 ,2 3

st part nd part

T V V T a a b b c c

a a b b c c a a b b c c

a b c a b c a b c a b c T V T

       

           

   

+ = + + + =

 
 = + + + − + + + + + + =
 
 

= + − + + + + − + + = + ( )2V

 

 העתקה ליניארית.ולכן מדובר ב

 

יהי  .3 3V X= מרחב הפולינומים הממש( 3יים ממעלה) 

יהי  3W X= דיר את ההעתקה גנ:T V W→  ע"י  ( ) ( )3 ,P X T P D P  = 

 .וםזירה של הפולינהג היא פעולת Dאשר כ

)לדוגמא  )2 2 23 5 7 9 2 5D x x x x x− + + = − + 

 הנ"ל היא העתקה ליניארית. עתקהה
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,יהיו     ו 3,p q X 

( )

( )

3 2

3 2 1 0

3 2

3 2 1 0

p x a x a x a x a

q x b x b x b x b

= + + +

= + + +
 

 זי מתקיים א

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

3 2

3 3 2 2 1 1 0 0

2

3 3 2 2 1 1

2 2

3 2 1 3 2 1

3 2

3 2 3 2

T p q D p q

D a b x a b x a b x a b

a b x a b x a b

a x a x a b x b x b

D p D q T p T q

   

       

     

 

   

+ = + =

= + + + + + + + =

= + + + + + =

= + + + + + =

= + = +

 

 

 

 

T:העתקה ליניארית  • V V→ .נקראת גם אופרטור ליניארי 

T:אם  טענה: V W→  היא העתקה ליניארית אזי( )0 0V WT = 

)מתקיים   Tריות של הוכחה: מהליניא ) ( ) ( )0 0*0 0* 0 0V V V WT T T= = = 

 

3העתקה גדיר מא: נדוג 2:T → 

( )( ) ( ), , ,3 2 1T a b c a b c a b c= + − + + + 

)כיוון ש אינה העתקה ליניארית  Tאזי  ) ( ) 2

30

0,0,0 0,1 0T

=

 
 

=  
 
 

 

 דוגמא נוספת:

דיר העתקה נג
3:T )ע"י   → )( ) 2 2 2, ,T a b c a b c= = + + 

)לכך שנשים לב ה ליניארית. אינ Tאזי  ) ( )( )30,0,0 0,0,0 0T  =  ף אך בנוס

( )( ) ( ) ( )( )2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2, , , ,T a b c a b c a b c T a b c     = + + = + +  .אינה ליניארית Tולכן  =

 

  



 ��עשו משהו טוב היום ת  צים לעזור בכתיבת סיכומים?רו

 ההעתקה:יחידות  –משפט 

. יהי  Fדה מרחבים וקטוריים מעל ש  Wו  Vיהיו 
( )

( )

dim

dim

V n

W m

=

=
יהי  . 1 2, ,...,V nB V V V= בסיס של

V  ותהי 1 2, ,..., nQ W W W=  שרירותית בוקטורים קבוצתWדה . אזי קיימת העתקה ליניארית יחי

:T V W→  המקיימת( ) 1i iT V W i n=   . 

 הוכחה:

 כיוון ש
VB  הוא בסיס כל וקטורV V  ניתן לביטוי בצורה

1 1 2 2 ... n nV V V V  = + + + 

T:עתה נגדיר העתקה  V W→  ע"י( ) 1 1 2 2: ... n nT V W W W  = + + + 

a,יהיו תקה זו היא ליניארית.נבדוק שהע b F  1ו 2,U U V כיוון ש .
VB  היא בסיס קיימים

סקלארים 
i F  1 i n ,  j F  1 j n    :כך ש 

1 1 1 2 2

2 1 1 2 2

...

...

n n

n n

U V V V

U V V V

  

  

= + + +

= + + +
 

 מכאן ש:

 
( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 2 1 1 2 2 1 1 2 2

1 1 1 2 2 2

... ...

...

n n n n

n n n

aU bU a V V V b V V V

a b V a b V a b V

     

     

+ = + + + + + + + =

= + + + + + +
 

 על כן 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 2 1 1 1 2 2 2

1 1 1 2 2 2

1 1 1 1 1 2

...

...

... ...

n n n

n n n

n n n n

T aU bU T a b V T a b V T a b V

a b W a b W a b W

a W W b W W aT U bT U

     

     

   

+ = + + + + + + =

= + + + + + + =

= + + + + + = +

 

ים לב לכך ש שעתקה ליניארית. בנוסף נה Tכלומר 
( )

1

i iT V W

i n

=

 

 

 נותר לנו להראות יחידות.

S:ית נוספת עתקה ליניארקיימת הח בשלילה שנני V W→ S T המקיימת

( )1 , i ii n S V W  = 

במקרה זה מתקיים
( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1 1

1 1 1 1

... ...

... ...

n n n n

n n n n

V V V T V W W

S V S V S V V S V

   

   

= + + = = + + =

= + + = + + =
 

Sהוא וקטור שרירותי נקבל ש  Vכיוון ש  T= 



 ��עשו משהו טוב היום ת  צים לעזור בכתיבת סיכומים?רו

 ניארית:מונה של העתקה ליגרעין ות

 ניארית:ה ליגרעין של העתק -הגדרה

T:תהי  V W→ גרעין של העתקה העתקה ליניארית. הT ן מסומ( )Ker T  ומוגדר להיות

( ) ( ) : 0WKer T V V T V=  = 

 רית:של העתקה ליניאתמונה  –הגדרה 

T:תהי  V W→ עתקה . התמונה של האריתהעתקה ליניT  מסומנת( )Im T  או(( )Image T( 

)דרת להיות ומוג ) ( )  ( ) Im : , :T W W V V T V W T V V V=    = =  

הופכים לוקטור  Tשכשמבצעים עליהם  V)במילים נעימות: הגרעין הוא קבוצה של וקטורים מ

לים כתוצאה שמתקב Wטורים ב של ההעתקה היא קבוצה של וק. התמונה Wהאפס של 

 (Vעל וקטורים ב  Tמביצוע 

 טענה:

T:תהי  V W→ ה ליניארית. אזי העתק( )Ker T רחב של הוא תת מV  ו( )Im Tמרחב -הוא תת

 .Wשל 

 הוכחה:

)ית נראה ש  ראש )Ker T V מרחב.-הוא תת 

)כיוון ש  .1 )0 0V wT )בהכרח  = )0V Ker T 

,יהיו  .2 F    ו( )1 2,V V Ker T עלינו להראות ש .( )1 2V V Ker T +  

מתקיים 
( ) ( ) ( )

( )

1 2 1 2

1 2

0 0 0w w wT V V T V T V

V V Ker T

     

 

+ = + = + =

 + 
 

)עתה נראה ש  )Im T W מרחב.-היא תת 

)כיוון ש  .1 )0 0V WT )מתקיים  = )0 ImW T 

,יהיו .2 F    ו( )1 2, ImW W T 1יימים וקטורים מכאן שק 2,V V V  כך ש

( ) ( )1 1 2 2,T V W T V W= ן על כ =
( ) ( )

( ) ( )

1 2 1 2

1 2 1 2 Im

W W T V T V

T V V W W T

   

   

+ = + =

= +  + 
  

)מכאן ש  )Im T של  תת מרחבW. 

 

  טענה:

T:תהי  V W→ ית. אזי יארהעתקה לינT  היא חח"ע אם ורק אם( )  0VKer T =. 
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 :הוכחה

)אנו יודעים ש חח"ע.  Tכיוון אחד: נניח ש  )0 0V WT לא קיים וקטור נוסף  T. מחח"ע של  =

0VV   כך ש( ) 0VT V ). מכאן ש= )  0VKer T =. 

): נניח שכיוון הפוך )  0VKer T . יהיו =
1 2,V V V  וקטורים כך ש( ) ( )1 2T V T V= מתקיים .

( ) ( ) ( ) ( )

( )

1 2 1 2

1 2 1 2 1 2

0

0 0

W

W V

T V T V T V T V

T V V V V V V

=  − =

 − =  − =  =
 

 היא חח"ע.  Tלכן 

 

 

 יות:מימדים להעתקות ליניארמשפט  –מדים השני ימשפט המ

T:תהי  V W→  :העתקה ליניארית. אזי מתקיים( )( ) ( )( ) ( )dim dim Im dimKer T T V+ = 

מד של התמונה של ההעתקה = למימד של המרחב ממנו ההעתקה מיהמימד של הגרעין + ה)

 יוצאת(

 כחה:הו

)ח ש נני )dim V n=   ו( )( )dim Ker T m n= . 

יהי 
( )  1 2, ,..., mKer T

B V V V= לבסיס של  נשלים את הבסיס הנ"לV 

( )ker

1 2 1, ,..., , ,...,

TB

V m m nB V V V V V+

 
 

=  
 
 

 

)מן נס ) ( )1 1,...,m m n nT V W T V W+ += = 

טענה: 
( )  1 2Im

, ,...,m m nT
B W W W+ )היא בסיס של  =+ )Im T.  ראשית נראה ש( )Im T

B  פורשת את

( )Im T יהי .( )ImW T  וקטור שרירותי. מכאן שקיים וקטורV V  כך ש( )T V W= כיוון ש .

VB הוא בסיס שלV 1ריים קיימים סקלא,..., n F   ש  כך

1 1 1 1... ...m m m m n nV V V V V   + += + + + + + 

ונקבל  Tפעיל את נ

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1 1

1 1 1 1

0 0

1 1

... ...

... ...

...

nm

m m m m n n

m m m m n n

WW

m m n n

W T V T V V V V

T V T V T V T V

W W

   

   

 

+ +

+ +

= == =

+ +

= = + + + + + =

+ + + + + =

= + +

 



 ��עשו משהו טוב היום ת  צים לעזור בכתיבת סיכומים?רו

לכן 
( )( ) ( )Im

Im
T

Span B T=.  עתה נראה ש
( )Im T

B צה זו תלויה היא בת"ל. נניח בשלילה שקבו

קיימים סקלארים ליניארית. במקרה זה 
1,...,m n F +   כולם אפס כך ש שאינם

1 1 ... 0m m n n WW W + + + + = 

( ) ( )

( ) ( )
( )

1 1

1 1

... 0

... 0

m m n n W

m m n n W

Ker T

T V T V

T V V

 

 

+ +

+ +



 + + =

 
 

 + + = 
 
 

 

מכאן שקיימים סקלאריים 
1,..., m  כך ש

( )
( )

1 1 1 1

1 1 1 1

... ...

... ... 0

m m n n m m

m m m m n n V

V V V V

Ker T

V V V V

   

   

+ +

+ +

+ + = + +





− − − + + + =

 

כיוון ש 
VB  היא בסיס שלV  נקבל ש

1 2 1... ... 0m n   += = = = = = 

)על כן  )Im T
B  היא בת"ל ומכאן שהיא בסיס של( )Im Tים. נותר לנו רק לספור וקטור 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )dim dim ker dim ImV n m n m T T= = + − = + 

 קנה:מס

T:תהי  V W→ ש עתקה ליניארית. נניחה( ) ( )dim dimW V  אזיT אינה חח"ע 

)הוכחה: מיידי, כיוון ש  )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )dim ker dim dim Im dim dim 0T V T V W= −  −  

 



 עזרה בשאלות בעת צרה ^_^שמח לרוצים לעזור בכתיבת סיכומים? תקופת מבחנים בפתח וא

 11אלגברה ליניארית שיעור 

 המשך: –העתקות ליניאריות 

 :איזומורפיזם – הגדרה

T:העתקה ליניארית  V W→  פונקציה הפיכה  יא חח"ע ועלהנקראת איזומורפיזם אם(

 וליניארית היא איזומורפיזם(.

 רפים.אים איזומונקר Wו  Vבמקרה זה המרחבים הוקטוריים 

1עתקה הה "על"חח"ע ו Tאזי, כיוון ש יזם מורפאיזוהוא  Tאם  :T W V−  מוגדרת היטב. →

 ענה:ט

T:אם  V W→ 1זם אזי מורפיא איזויה :T W V−  היא איזומורפיזם. →

 הוכחה:

בבירור, 
1T −

ש  ע ועל. נותר לנו להראותהיא חח" 
1T −

עלינו  –כלומר  קה ליניארית.היא העת 

1 ות שלהרא 2, , ,F w w W      מתקיים( ) ( ) ( )1 1 1

1 2 1 2T w w T w T w   − − −+ = +. 

1קיימים 2,v v V  כך ש( ) ( )1 1 2 2,T v w T v w= לכן מתקיים  =

( ) ( ) ( )

( ) ( )( )
1 2 1 2 1 2

1 1 1 1

1 2 1 2 1 2 1 2

T v v T v T v w w

T w w T T v v v v T w T w

     

       − − − −

+ = + = + 

+ = + = + = +
 

ולכן 
1T −

 ליניארית.

  משפט:

T:יהי  V W→  .ש נניח איזומורפיזם( )dim V n= תהי . 1 1 2, ,..., mS v v v= טורים של וק קבוצה

. נסמן Vב i iW T V=1 i m    נסמן . 2 1 2, ,..., mS w w w= .אזי מתקיים 

 .א
1S  בהיא בת"לV  אם ורק אם

2S ל בהיא בת"W. 

 .ב
1S  פורשת אתV  אם ורק אם

2S  פורשת אתW. 

 .ג
1S  היא בסיס שלV ם אם ורק א

2S היא בסיס בW. 

 כחה:הו

1היא בת"ל. נניח ש  1Sנניח ש .א 1 2 2 ... 0m m ww w w  + + + עיל את פ. נ=
1T −

ונקבל  

( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1

1 1 2 2

1 1 1

1 1 2 2

1 1 2 2

... 0 0

... 0

... 0

m m w v

m m v

m m v

T w w w T

T w T w T w

v v v

  

  

  

− −

− − −

+ + + = =

 + + + =

 + + + =

 

1 כרחבהבת"ל  1Sיוון ש כ 2 ... 0m  = = = ההוכחה בכיוון ל. בת" 2S. מכאן ש  =

 ההפוך היא דומה.
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נניח ש  .ב
1S  פורשת אתVיהי . w W רירותי. נפעיל את וקטור ש

1T −
ונקבל וקטור  

( )1v T w−= כך ש( )w T v=.  שכיוון
1Sשת קיימים סקלארים פור

1 2, ,..., m    כך ש

1 1 2 2 ... m mv v v v  = + + ונקבל  T. נפעיל את +

( ) ( )1 1 2 2 1 1 2 2... ...m m m mw T v T v v v w w w     = = + + + = + + + 

מכאן ש 
2S  פורשת אתW. דומה.ה בכיוון ההפוך ההוכח 

 ' וב' מיידי מאנובע ב .ג

)איזומורפיים אזי  Wו Vאם  מסקנה: ) ( )dim dimW V=. 

)נניח ש ו.כלשה Fמרחב וקטורי מעל שדה  Vיהי  דוגמא: )dim V n= . יהי 1 2, ,...,V nB v v v=

. כיוון ש Vבסיס של 
VB הוא בסיס שלV  לכל וקטורv V ים יחידה רקיימת קבוצת סקלא

1 2, ,..., n F     1כך ש 1 2 2 ... n nv v v v  + + + :עתה נגדיר העתקה  .= nT V F→  בצורה

1: הבאה 1 2 2 ... n nv v v v  = + + +( )

1

2 n

n

T v F







 
 
 = 
 
 
 

  . 

 היא איזומורפיזם. Tהעתקה טענה: 

 ליניארית. Tראה ש נ ע ועל.היא חח" Tבבירור,  :הוכחה

v,יהיו  u V ירותיים. כיוון ש ם שרוקטורי
VB  בסיס נוכל לרשום באופן יחיד היא

1 1 2 2

1 1 2 2

...

...

n n

n n

v v v v

u u u u

  

  

= + + +

= + + +
a,ו יהי  b F. 

אזי מתקיים

( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )

1 1 2 2 1 1 2 2

1 1 1 1

1 1 1

... ...

...

n n n n

n n n

n n n n

T av bv T a v v v b u u u

a b

T a b v a b v a b aT v bT u

a b

     

   

   

   

+ = + + + + + + + =

+     
     

= + + + + = = + = +
     
     +     

 

 היא איזומורפיזם. Tמכאן ש 

את הוקטור  :ערהה •

1

n





 
 
 
  

ו מסמנים ב מהדוגמא אנ 
VB

v 
 

ואומרים ש  
VB

v 
 

הוא וקטור  

 .VBביחס לבסיס  vהקורדינאטות ש

 רית:מיידית של העתקה ליניא מטריצה
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T:תהי  V W→ נניח ש העתקה ליניארית .( ) ( )dim , dimV n W m= יהיו . =

   1 2 1 2, ,..., , , ,...,V n W mB v v v B w w w=  בהתאמה. Wושל  Vבסיסים של  =

ב על וקטורי הבסיס  Tנפעיל את 
VB  ונקבל( )

1

1 ,
m

i ji j

j

i n T v a w
=

  = 

vיהי  V את וקטור שרירותי. נפתח v  לפי הבסיס
VB 

1

1 1 2 2 ... ,
V

n

n n
B

n

v v v v v v F



  



 
  = + + + → = 

   
  

 

 קבל מכאן נ

( ) ( )

( )

( ) ( )

( )

1 1 2 2

1

1 1 1 1 1

1 1 1

...

j

VW

W

n

n n i i

i

n n m m n

i i i ji j ji i j

i i j j i

m n n

j j j ji i ji
BB ij i ij

B

T v T v v v T v

T v a w a w

w T v a a v

T v



   

  

  

=

= = = = =

= = =

 
= + + + = = 

 

   
= = = =   

  

    =  = = = =     

  =
 



    

  

( )
1 V

n

ji
B iij

a v
=

  =    


 

 עתה נבנה מטריצה ( )V

W

B

ijB
ij

T a=  ונוכל לרשום( )   V

W
VW

B

B BB

T v T v   =
  

 

המטריצה   V

W

B

B
T  נקראת המטריצה המייצגת שלT  ביחס לבסיסים

VB ו
WB 

גת את תהליך הבנייה של המטריצה המייצ  V

W

B

B
T סחאות הבאותאנו מסיקים מהנו: 

 ( ) ( )
1

, , 1V

W

m
B

iij ji jB
ij

j

T a T v a w i n
=

=   

 :דוגמא

תהי 
3 2:T )עתקה ליניארית המוגדרת ע"י ה → )( ) ( ), , , 2 3T a b c a b c a b c= + − + + 

)יהי  ) ( ) ( ) 3 1,0,0 , 0,1,0 , 0,0,1B סטנדרטי בהבסיס ה =
3

). יהי  ) ( ) 2 1,1 , 1, 1B = בסיס ב −

2
 

גת ת המטריצה המייצנרצה למצוא א  3

2

B

B
T. 

 פתרון:

 :3Bסיס של בוקטורי האחר זה על  זהב Tנפעיל את 
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( )( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( )

1 2 2

11

11 2,1

12

21 11 21 11

12 22

22

1 1 1
1,0,0 1,2 1,1 1, 1

1 1 2

1 1 1 1 1 1 1 3
, 1

1 1 2 0 2 1 2 2

1 1 1
0,1,0 1,3 1,1 1, 1

1 1 3

1 1 1

0 2 2

R R R

dirug

after

dirug

a
T a a

a

a a a a

T a a

a

− →

    
= = + −  =    

−    

    −
⎯⎯⎯⎯→  = + =  =   

− −   

 
= = + −   

− 

 
⎯⎯⎯→  = − 

− 

( )( ) ( ) ( ) ( )

12

13 23 13 23

1, 2

0,0,1 1,1 1,1 1, 1 0, 1

a

T a a a a

=

= − = + −  = = −

 

מכאן שהמטריצה המייצגת היא :   3

2

3
2 0

2

1
1 1

2

B

B
T

 
 

=  
− − −
  

 

 דוגמא:

)במרחב המטריצות  )2 2V M = תקה הליניארית גדיר את ההענ( ) ( )
1

2

TT A A A= +  ,

( )2 2A M . 

טריצה מייצגת מנמצא  .א 
E

E
T  שלT דרטי ביחס לבסיס הסטנ

1 0 0 1 0 0 0 0
, , ,

0 0 0 0 1 0 0 1
E

        
=         

        
 

)א את וש במטריצה המייצגת הנ"ל כדי למצונעשה שימ .ב )Ker T ואת ( )Im T 

 פתרון:

 מתקיים  .א

1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 0 1 0 0 0 01
1* 0* 0* 0*

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 12

1
0

0 1 0 1 0 0 1 0 0 11 12
0* *

0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 02 2
0

2

T

T

                  
= + = = + + +                  

                  

 
            

= + = = +            
             

 
 

0 0 0 01
* 0*

1 0 0 12

1
0

0 0 0 0 0 1 1 0 0 1 0 0 0 01 1 12
0* * * 0*

1 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 12 2 2
0

2

0 0 0 0 0 0 0 01

0 1 0 1 0 12

T

T

    
+ +    
    

 
                 

= + = = + + +                 
                  

 
 

        
= + =        

        

1 0 0 1 0 0 0 0
0* 0* 0* 1*

0 1 0 0 0 0 1 0 0 1

         
= + + +         

         

 

 



 עזרה בשאלות בעת צרה ^_^שמח לרוצים לעזור בכתיבת סיכומים? תקופת מבחנים בפתח וא

מכאן  

1 0 0 0

1 1
0 0

2 2

1 1
0 0

2 2

0 0 0 1

E

E
T

 
 
 
 

=
 
 
 
  

 

 לדוגמא:

1 3

2 5
A

 
=  

− 
 ( ) ( )

1
1

1 3 1 21 1 2

2 5 3 5 12 2
5

2

TT A A A

 
  −    

= + = + =      
−      

 
 

 

 נבנה את וקטור הקורדינטות:

 

( )    

1

1 0 0 1 0 0 0 0 3
1 3 2 5

0 0 0 0 1 0 0 1 2

5

1 0 0 0 1

11 1 1
0 0

32 2 2

1 1 2 1
0 0

2 2 25

0 0 0 1 5

E

E

E

E EE

A A

T A T A

 
 

         = + − +  =       
 −       
 
 

   
    
    
    = = =       −
    
    
      

 

)ולכן  )

1
1

1 0 0 1 0 0 0 01 1 2
1 5

0 0 0 0 1 0 0 1 12 2
5

2

T A

 
        

= + + + =         
         

 
 

 

 הגרעין של המטריצה היא מרחב הפתרונות של הממ"ל ההומוגנית .ב

1

2 1 4

3 2 3

4

1 0 0 0

0 1 0 0 01 1
0 0

00 0 1 1 02 2

1 1 0 0 0 0 1
0 0

2 2 0 0 0 0 0

0 0 0 1

dirug

t



  

  



 
       
        = =        = ⎯⎯⎯→          − = =        
      
  

 

מכאן שפתרון המערכת ההומוגנית 

1

2

3

4

0

1

1

0

t









   
   

−   =
   
   

  

 



 עזרה בשאלות בעת צרה ^_^שמח לרוצים לעזור בכתיבת סיכומים? תקופת מבחנים בפתח וא

ש  מכאן נקבל

( ) ( )
1 0 0 1 0 0 0 0 0 1

0* 0* ,
0 0 0 0 1 0 0 1 1 0

Ker T t t t t
   −          

= + − + + =             
            

 

 ) יוסבר שוב בסוף השיעור( העתקה.מודות של המטריצה מהווה התמונה של המרחב הע

 

 מטריצת מעבר בסיס:

I:נגדיר את העתקת הזהות  Vרחב הוקטורי על המ • V V→  כך ש( ),v V I v v  = 

יהיו 
1B ו

2B  שני בסיסים שלV אזי המטריצה המייצגת .  2

1

B

B
I מ נקראת מטריצת מעבר בסיס

1B 

ל 
2B. 

 :דוגמא

ב 
2

)ח שני בסיסים קי, נ ) ( )  ( ) ( ) 1,0 , 0,1 , 1,1 , 1, 1E B= = − 

 .Eל Bבסיס מת מעבר הנמצא את מטריצ

 פתרון:

( )( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
 

1,1 1,1 1* 1,0 1* 0,1 1 1

1 11, 1 1, 1 1* 1,0 1 * 0, 1

B

E

I
I

I

= = +  
=  

−− = − = + − −  

 

)נשים לב לדבר הבא )( )dim V n= :  אם יש לנו שני בסיסים(
1B ,

2B ) ומצאנו את מטריצת

המעבר   1

2

B

B
I מ

1B ל
2B ,   מעבר המטריצת  2

1

B

B
I מ

2B ל
1B  תהיה המטריצה ההופכית

כך ש למטריצת המעבר    1 2

2 1

B B

n nB B
I I I = 

 בין בסיסים )?(ם אני רוצה לעבור בין מטריצות מעבר מבסיסים א

         ( )    2 1 1 2 2 1 2

2 2 1 1 1 1 1

1
B B B B B B B

B B B B B B B
T I T I I T I

−

= = 



 בואו לטפס איתי בימי רביעי סיכומים?בת רוצים לעזור בכתי

 :12אלגברה ליניארית 

 סיום: –העתקות ליניאריות 

 מטריצת מעבר בסיס. תזכורת:

ובסיסים  Vמרחב וקטורי  ןבהינת
1Bו

2B  טריצת מעבר הבסיס מהבסיסנגדיר את מ
1B   לבסיס

2B יותלה   1

2

B

B
I  כאשר:I V V→ המוגדר ע"י הות הוא אופרטור הז( )I V V=  לכלv V .

ינטות טור הקורדנתן וקיבה
1B

v 
 

קיים מת   1

2
2 1

B

BB B
v I v   =
   

 

T:נניח ש  • V W→ יהיו היא העתקה ליניארית .
1B ו

2B   בסיסים בV  ו
1B  ו

2B  בסיסים

ונה המטריצה המייצרת .  נניח שנתWב  1

1

B

B
T  כך ש( )   1

1
11

B

B BB

T v T v   =
  

 

גת נרצה למצוא את המטריצה המייצ  2

2

B

B
T :מתקיים .       2 1 1 2

2 2 1 1

B B B B

B B B B
T I T I= 

T:, אם בפרט V V→  הוא אופרטור ליניארי אזי       1 1 2 2

2 2 1 1

B B B B

B B B B
T I T I= 

וכיוון ש          ( )1 2 2 1 2

2 1 2 2 1

1
B B B B B

B B B B B
I I I In I I

−

= =  נקבל =   ( )    2 2 1 2

2 1 1 1

1
B B B B

B B B B
T I T I

−

= 

 ות דומות:הגדרה: מטריצ

)מטריצות  ), n nA B M F  דומות אם קיימת מטריצה הפיכה מטריצות תקראנהP  כך ש

1B P AP−= 

T:ר לכן המטריצות המייצגות של אופרטו • V V→  ביחס לבסיסים שונים
1B ו

2B   הן

 מטריצות דומות.

 

 מות:פעולות על העתקות ומטריצות מייצגות מתאי

יהיו 
1

2

:

:

T V W

T V W

→

→
 עתקות ליניאריות . ה 

הסכום  •
1 2T T+ וגדרת ע"י העתקה הליניארית המהוא ה( )( ) ( ) ( )1 2 1 2:T T v T v T v+ = + . 

)היא העתקה ליניארית המוגדרת ע"י  1T. המכפלה Fיהי  • )( ) ( )1 1:T v T v = 

יהיו  •
1

2

:

:

T V W

T W U

→

→
2בה הרכהעתקות ליניאריות. אזי ה  1 :T T V U→  היא העתקה

)ע"י  רית המוגדרתליניא )( ) ( )( )2 1 2 1T T v T T v= 

בהתאמה. אזי   Wו  Vבסיסים ב   WBו VBיהיו  •     1 2 1 2

V V V

W W w

B B B

B B B
T T T T+ = + 

אזי  .Fיהי  •   V V

W W

B B

B B
T T =. 

בהתאמה. אזי:  Uו  V  ,Wבסיסים ב  UBו   VB,WBיהיו  •     2 1 2 1

V W V

U U W

B B B

B B B
T T T T= 



 בואו לטפס איתי בימי רביעי סיכומים?בת רוצים לעזור בכתי

 ת:ודטרמיננט

 רמיננטה:טד – הגדרה

)תהי  )n nA M Fה של . נסמן את שורותיA  ב
1 2, ,..., n

nR R R Fדטרמיננטה של . הA 

)מסומנת ב  )det A A י ע רתומוגד"( ) ( )1 2det , ,..., nA D R R R אשר כ

: ...

n

n n nD F F F F    היא פונקציה המקיימת:)מכפלה קרטזית(  →

1. D  היא מולטי ליניארית

( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2, ,..., ,..., , ,..., ,..., , ,..., ,...,n n nD v v v w v D v v v v D v v w v   + = + 

צירוף ליניארי והתכונה ( נשים jמקום ר )קטור נבחמולטי ליניארית = לא משנה איזה ו

 יעה במשוואה.ורה שמופתישמר בצ

2. D  היא מתחלפת 

( )1 2, ,..., , ,..., 0nD v v v v v = 

3. D היא מנורמלת 

 ( )1 2, ,..., 1nD e e e ,...,0,0כאשר  = 1 ,0,0,...,0i

i place

e
 

=  
 

 

 ת מטריצה ריבועית ומוציאה סקלאר(דטרמיננטה היא פונקציה שלוקח)בעברית: 

 גמא:דו

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

1,2 3,4 , 5,6 7,8 1,2 , 5,6 7,8 3,4 , 5,6 7,8

1,2 , 5,6 1,2 , 7,8 3,4 , 5,6 3,4 , 7,8

1,2 , 5,6 1,2 , 7,8 3,4 , 5,6 3,4 , 7,8

D D D

D D D D

D D D D

         

     

   

+ + = + + + =

   = + + + =   

= + + +

 

 

 : נקבל ההדטרמיננטשל  2מתכונה 

( )

( ) ( )

( ) ( )

1 2

1 2 1 2

1 2 1 2 1 2

, ,..., , ,..., 0

, ,..., , ,..., , ,..., , ,...,

, ,..., , ,..., , ,..., , ,..., , ,..., ,

n

n n

n n

D v v v w v w v

D v v v v w v D v v w v w v

D v v v v v D v v v w v D v v w v

+ + =

+ + + =

+ ( ) ( )1 2,..., , ,..., , ,...,n nv D v v w w v+

 

 ווה לאפס רמיננטה שדטטה כאשר ישנם שני וקטורים זהים סיומת הבסיסקאמ

( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2 1 2

0 0

, ,..., , ,..., , ,..., , ,..., , ,..., , ,..., , ,..., , ,...,n n n nD v v v v v D v v v w v D v v w v v D v v w w v

= =

+ + 

( ) ( )1 2 1 2, ,..., , ,..., , ,..., , ,...,n nD v v v w v D v v w v v = − 

ו בזו זכות י החלפת שתי שורות סמוע" Aמתקבלת מA'מטריצה קיבלנו את התכונה הבאה: אם 

 מיננטה מחליפה סימן.דטראזי ה



 בואו לטפס איתי בימי רביעי סיכומים?בת רוצים לעזור בכתי

( ) ( )det ' detA A= − 

 לכך ש : נשים לב 

( )

( ) ( )

1 2 1 2

1

1 2 1

1 2 1 2

1

, ,..., ,..., ,..., 1 , ,..., , ,...,...,

1 , ,..., , ,...,..., 1 , ,.

m

n n

k place j place k place k place

m m

n

k place k place

D v v v w v D v v v w v

D v v w v v D v v

+

+ +

+

   
= − =   

   

 
= − = − 

 
.., ,..., ,..., n

k place j place

w v v
 
 
 

 

 סקנות:מ

רית ע"י הפעולה האלמנט Aמתקבלת מ A'המטריצה  •
i jR R  

)אזי  ) ( )det ' detA A= − 

 שורות זהות )לא משנה מיקומן!( יש שתי  Aאם ב  •

)אזי  )det 0A = 

ע"י הפעולה  Aמתקבלת מ A'אם המטריצה   •
i iR R → 

)אזי מתקיים  ) ( )det ' detA A= 

A'ו   Fאם  • A=  

)אזי  )n nA M F  ,( ) ( )det ' detnA A= 

( ) ( )1 2 1 2, ,..., * *...* , ,...,
n

n nD R R R D R R R



     = 

iפעולת השורה  ע"י Aמתקבלת מ A'נניח ש  • j iR R R+ . במקרה זה מתקיים →

( ) ( )det ' detA A= 

זאת כיוון ש 

( )

( ) ( ) ( )

1 2

1 2 1 2

0

det ' , ,..., ,..., ,...

, ,..., ,..., ,... , ,..., ,..., ,... det

i j j n

i place

i j n j j n

A D R R R R R R

D R R R R R D R R R R R A





=

 
 = + =
 
 

+ =

 

 יים:סיכום בינ

)תהי  )n nA M F. 

)ות אזי זהשורות יש שתי  Aם בא .1 )det 0A = 

)אזי  Fיהי  .2 ) ( )det detnA A = 

iע"י פעולת השורה  Aמתקבלת מ A'אם  .3 jR R  אזי( ) ( )det ' detA A= − 

iע"י פעולת השורה  Aמתקבלת מA'אם  .4 iR R )אזי  → ) ( )det ' detA A= 

iע"י פעולת השורה  Aת ממתקבלA'אם  .5 j iR R R+ →( )i j  אזי( ) ( )det ' detA A= 

 

 



 בואו לטפס איתי בימי רביעי סיכומים?בת רוצים לעזור בכתי

1נסמן ב 

,i jEפת השורות החלהמתאימה לטריצה האלמנטרית את המ
i jR R . 

 (
1E )פעולות שורה מהסוג הראשון, החלפת שורות 

2

,iE המטריצה האלמנטרית המתאימה לפעולת השורה
i iR R → 

 (
2E )פעולות שורה מהסוג השני, הכפלה בסקלאר 

3

, ,i jE מתאימה לפעולה ית ההמטריצה האלמנטר
i j iR R R+ → 

 (
3E )פעולת שורה מהסוג השלישי 

 שום בצורה הבאה:רטה ניתן לשל הדטרמיננ 3-5התכונות מכאן שאת 

( ) ( )1

,det deti jE A A= − 

( ) ( )2

,det detiE A A = 

( ) ( )3

, ,det deti jE A A = 

, אם רטבפ
nA I= נקבל

( )

( )

( )

1

,

2

,

3

, ,

det 1

det

det 1

i j

i

i j

E

E

E







= −

=

=

 

)מטריצה אלמנטרית אזי  E אם מסקנה: ) ( ) ( )det det *detEA E A= 

)מטריצה  טענה: )n nA M F היא הפיכה אם ורק אם( )det 0A . 

 :הוכחה

היחידה וקיימות מטריצות ת ולת שורה למטריצשק Aהפיכה. במקרה זה  Aניח ש ון אחד: נכיו

אלמנטריות 
1 2, ,..., kE E E 2כך ש 1*...* * *n kI E E E A= 

 מכאן נקבל:

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 1 1 2 1

1 1

0 0 0

1 det det *...* * * det det *...* * *

det det *...*det det det 0

B

n k k k

k k

I E E E A E E E E A again and again

E E E A A

−

−

  

   
   = = = = =
   
   

=  

 

 בכיוון ההפוך:

)נרצה להוכיח שאם  )det 0A  אזיA הפיכה. לשם כך נוכיח שאם A אזי בהכרח  אינה הפיכה

( )det 0A =. 

0iRישנה לפחות שורת אפסים אחת. נניח ש  A'אינה הפיכה. אזי ב   A נניח ש = 

 במקרה זה מתקיים



 בואו לטפס איתי בימי רביעי סיכומים?בת רוצים לעזור בכתי

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2

,det ' det ' det ' 1 det ' 0iA E A A A  = =  − = 

1ואם     נקבל ש( )det ' 0A )ק ש. מכאן נסי= )det 0A =. 

 

 טענה נוספת:

)בעבור  ), n nA B M F מתקיים( ) ( ) ( )det det detAB A B=. 

 הוכחה:

)אינה הפיכה אזי  BAאם  )det 0AB  גף ימין מתאפס.אינה הפיכה וא Bאו  Aובנוסף  =

, קיימות מטריצות אלמנטריות הפיכה A  אם
1 2, ,..., kE E E  כך ש

1 2* *...* kA E E E= 

במקרה זה נקבל 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 2 1 2

1 2

det det * *...* * det *det *...*det *det

det * *...* *det det *det

k k

k

AB E E E B E E E B

E E E B A B

= = =  

= =
 

 

הפיכה נקבל  Aרט, אם בפ •

( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

1 1

1 1

* det * det

1
det det 1 det

det

n nA A I A A I

A A A
A

− −

− −

=  =

 =  =
 

 

 



 ואחרון 13שיעור -אלגברה ליניארית  

 המשך: –דטרמיננטות 

)ה נוספת של דטרמיננטה תכונ ) ( )det detTA A= 

 רמיננטה:חישוב דט

 דרך א:

): מטריצה ריבועית ]תזכורתעליונה )או תחתונה( היא מטריצה משולשת  Aאם  טענה: ),i jA a=

היא מטריצה משולשת עליונה אם מתקיים 
, 0,i ja i j= 

11

22

... ... ...

0 ... ...

0 nn

a

a

a

 
 
 
 
 
 

[  

( ) 11 22

1

det * *...*
n

nn ii

i

A a a a a
=

= = 

 כחה:הו

תהי 

11

22

... * ...

0 ... ...

0 nn

a

a
A

a

 
 
 =
 
 
 

מטריצה משולשית עליונה. אם אחד או יותר מהאיברים  

11 22, ,..., nna a a קאנוניתהוא אפס אזי הצורה ה ’A  שלA  היא מטריצה עם שורת אפסים אחת

)לפחות ובמקרה זה נקבל  ) ( ) 11 22det ' 0 0 det * *...* nnA A a a a=  = = 

0iiaעתה ש נניח    1לכל i n   במקרה זה נוכל לרשום את .A :בצורה הבאה 

11 22

11

22 2 2 2

,1 ,2 ,

... * ... 1 ... ... *

0 ... ... 0 1 ...
* *...*

0 0

0 0 0 ... 0 1

nna a a n

nn

a

a
A E E E

a

   
   
   = =
   
   

  

 

 מכאן:

( ) ( ) ( ) ( )
11,1 22

2 2 2

,2 ,

1 ... ... *

0 1 ...
det det det *...*det *det *

0

0 ... 0 1

nna a a nA E E E

 
 
 = =
 
 
 

 

11 22

1 ... ... *

0 1 ...
* * *...* *det

0

0 ... 0 1

nna a a

 
 
 =
 
 
 

 



את המטריצה 

1 ... ... *

0 1 ...

0

0 ... 0 1

 
 
 
 
 
 

דרך למטריצת יחידה תן לני 
nI ת מהצורה ע"י פעולו

i j iR R R+ →( )i j   בלבד. ולכן( )

1 ... ... *

0 1 ...
det det 1

0

0 ... 0 1

nI

 
 
  = =
 
 
 

 

)ועל כן  ) 11 22det * *...* nnA a a a= 

 .הטענה הנ"ל עוזרת לנו לחשב דטרמיננטה

 

 אלגוריתם לחישוב דטרמיננטה:

) נתן מטריצה ריבועיתיבה .1 )n nA M F  נדרג אתA ה.שית עליונלצורה משול 

סון הוא אפס אזי או יותר מאיברי האלכחד א A'ת העליונה אם בצורה המשולש .2

( )det 0A = 

אינו מתאפס אזי  A'של סון סון מאיברי האלכאם אף אחד מאיברי האלכ .3

( ) ' ' '

11 22det ' * *...* nnA a a a= דטרמיננטה של והA  מתקבלת מתוך

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )

( ) ( ) ( )

1 1

1 1

1 1

' * *...*

det ' det *det *...*det *det

det '
det

det *det *...*det

k k

k k

k k

A E E E A

A E E E A

A
A

E E E

−

−

−

= 

=

=

 

 

 דוגמא:

)את הדטרמיננטה נחשב  )det A ר עבו

1 1 1

1 2 3

1 1 2

A

− 
 

=  
 
 

 

 פתרון:

 ת עליונה:לצורה משולש Aנביא את 

3 1 32 1 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 2 3 0 1 4 0 1 4 '

1 1 2 1 1 2 0 0 3

R R RR R R
A A

− →− →

− − −     
     

= ⎯⎯⎯⎯→ ⎯⎯⎯⎯→ =     
     
     

 



מכאן

( )

3 3

1,3,1 1,2,1

1 1 1 1 1 1

0 1 4 1 2 3

0 0 3 1 1 2

1 1 1 1 1 1

det 0 1 4 1*1*det 1 2 3

0 0 3 1 1 2

1 1 1
1 1

det 1 2 3 * * 1*1*3 3
1 1

1 1 2

E E− −

− −   
   

=    
   
   

− −   
   

=   
   
   

− 
 

= = 
 
 

 

 

 דרך ב:

 :מינור: הגדרה

)עית נתן מטריצה ריבויבה )n nA M F ר ה המינוij  שלA  מן ב מסוijM  ומוגדר להיות

)גודל המטריצה ב ) ( )1 1n n−   .Aמ jוהעמודה ה  iתקבלת ממחיקה של השורה ה המ −

 דוגמא:

12 22

1 1 1
1 3 1 1

1 2 3 ,
1 2 1 2

1 1 2

A M M

− 
−    

=  = =    
    

 

 

)נשים לב לכך שלמטריצה  )n nA M F  2ישn .מינורים 

 קטור:פ-קוהגדרה: 

)עית מטריצה ריבותהי  )n nA M F ה קטור של המקום פא-הקוij  שלA   מסומן בijA  גם אם(

)ע"י ומוגדר  (Aנסמן באות  Bתקרא המטריצה  ) ( )1 det
i j

ij ijA M
+

= − 

ליות בהתאם למיקום חיוביות ושליקוביות  –" )נשים לב שהסימנים נעים כמו "לוח שחמט

+ − + − 
 
− + − + 
 + − + −
 
− + − + 

( 

מתקבלת ע"י  Aנטה של טרמינהד •

( )

( )

1

1

det , 1

det , 1

n

ij ij

j

n

ij ij

i

A a A i n

or

A a A j n

=

=

=  

=  





 

 



 דוגמאות:

detנחשב את  .1
a b

c d

 
 
 

 

 מתקיים

( ) ( ) ( ) ( )11 12 11 12det * * 1 det 1 det

* *

a b
a A b A a M b M

c d

a b
a d b c ad cb

c d

 
= + = + + − = 

 

 
= −  = − 

 

 

נחשב את  .2

1 1 1

det 1 2 3

1 1 2

− 
 
 
 
 

 

( ) ( ) ( )

( )( ) ( )

1 1 1
1 3 1 1 1 1

det 1 2 3 1* 1 det 2 1 det 1* 1 det
1 2 1 2 1 3

1 1 2

1 1 2*3 1 *4 3

− 
− −      

= − + + + − =      
      

 

= − − + + − =

 

 

 :מטריצה מצומדת

 )מוצמדת(: הגדרה: מטריצה מצומדת

)בהנתן מטריצה  )n nA M F המטריצה המצומדת לA  מסומנת ב( )adj A  ע"י ומוגדרת

( )( ) jiij
adj A A=  כאשרjiA ם הקופקטורים של הA 

 חלפים אותה(ומש קטוריםפ-)בונים את המטריצה של הקו

 דוגמא:

של דת נחשב את המטריצה המוצמ

3 1 1

1 1 1

1 1 1

A

− 
 

=  
 − − 

 

 פתרון:

 פקטורים:-נחשב את הקו

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

11 12 13

21 22 23

31 32 33

1 1 1 1 1 1
1 0 , 1 2 , 1 2

1 1 1 1 1 1

1 1 3 1 3 1
1 2 , 1 4 , 1 2

1 1 1 1 1 1

1 1 3 1 3 1
1 2 , 1 2 , 1 4

1 1 1 1 1 1

A A A

A A A

A A A

= + = = − = = + = −
− − − −

− −
= − = − = + = − = − =

− − − −

− −
= + = − = − = − = + =

 



 נקבל  מכאן

( )
11 12 13

21 22 23

31 32 33

0 2 2 0 2 2

2 4 2 2 4 2

2 2 4 2 2 4

T T
A A A

adj A A A A

A A A

− − −     
     

= = − − = − −     
     − − −     

 

 שפט:מ

)תהי  )n nA M F   אזי מתקיים
( ) ( )

( ) ( )

* det *

* det *

A adj A A I

adj A A A I

=

=
 

 הוכחה:

) מתקיים ) ( )( )
( )

1 1

det ,
*

0 ,

n n

ik ik jkkjij
k k

A i j
A adj A a adj A a A

i j= =

 =  
= = =    

  
  

)מכאן שאם  )det 0A  כלומר ,A   ש : הפיכה, אנו מקבלים
( )

( )

( )
( )1

1
* *

det

1
*

det

A adj A I
A

A adj A
A

−

= 

 
=  
 

 

 דוגמא:

את נחשב 
1A−

עבור  
1 3

2 1
A

 
=  
 

 

)שית: רא פתרון: )det 1*1 2*3 5 0A = − = −  

)נחשב את  )adj A 

( )
1 2 1 2

3 1 3 1

T

adj A
− −   

= =   
− −   

 

לכן 
( )

( )
( )

1
1 3 1 31 1 1

*
2 1 2 1det 5 5

A adj A
A

−
− −   

= = =   
− − −−    

 

 נבדוק:

1
1 3 1 3 5 0 1 01 1

*
2 1 2 1 0 5 0 15 5

A A−
−      

= = =      
−      

 

 

 מר:כלל קר

Axתהי  b= כאשר ממ"ל ( )n nA M F וA .מטריצה הפיכה 

זה קיים פתרון יחיד למערכת והוא מתקבל ע"י במקרה 
1 1 1Ax b A Ax A b x A b− − −=  =  = 



מכאן נקבל ש 
( )

( )( )1 1

det
x A b adj A b

A

−= = 

 רכיבים נקבל:על פי 

( )
( )

( )
( )( )

( )1 1

1 1 1

det det det

n n

i j j jiiji
j j

x adj A b adj A b b A
A A A= =

 = = =
   1 i n  

 

 משפט: כלל קרמר:

Axח שנתונה ממ"ל נני b= כאשר ממ"ל ( )n nA M F וA .מטריצה הפיכה 

1 ב Aנסמן את העמודות של  2, ,..., nC C C   1)אזי מתקיים i n ( 

( )

1 2det ... ...

det

i place

n

i

C C b C

x
A

 
  
 = 

 דוגמא:

 שוואות הבאה:יש לפתור את מערכת המ

1 2 3

1 2 3

1 2 3

3 4

6

4

x x x

x x x

x x x

− + =


+ + =
 − − = −

  

 בשתי דרכים:

ע"י חישוב של  .א
1A− 

 ע"י כלל קרמר .ב

 ן:פתרו

הממ"ל בצורה מטריציאלית: ת נרשום א .א

1

2

3

3 1 1 4

1 1 1 6

1 1 1 4

x

x

x

−     
    

=    
    − − −    

 

נסמן 

3 1 1

1 1 1

1 1 1

A

− 
 

=  
 − − 

 

)בדוגמא קודמת חישבנו את  )adj A  וקיבלנו( )

0 2 2

2 4 2

2 2 4

adj A

− − 
 

= − − 
 − 

 



בנוסף מתקיים 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 1 1 1

det 3* 1 1 1 1 1 3*0 1* 2 1* 2 4
1 1 1 1 1 1

A = + + − − + + = + − + − = −
− − − −

 

 מכאן

( )
( )

( )
1

0 2 2 0 1 1
1 1 1

2 4 2 1 2 1
det 4 2

2 2 4 1 1 2

A adj A
A

−

− −   
   

= = − − = −    −    − − −   

 

0 1 1 4 1
1

1 2 1 6 2
2

1 1 2 4 3

x

    
    

 = − =    
    − − −    

 

 

 .ב

( )

( ) ( )

( )

1

2

4 1 1

det 6 1 1
4 1 1

1 1 6 1 6 14 1 1 1 1
det 6 1 1 4 1 1

1 1 4 1 4 1det 4 4
4 1 1

1
4*0 1 2 1 2 1

4

3 4 1

det 1 6 1

6 1 1 1 1 61 4 1 1
3 4 1

4 1 1 1 1 4det 4

x
A

x
A

− 
 
  −    − − −      = = − = − + + =      − − − − − −      − − − 

= − + − + − =  

 
 
 
   − −   = = − − + =  

− − − −   

= ( ) ( ) ( )
1

3* 2 4 2 1 10 2
4

 
− − − − + − =    
 

 

ל  וכו'
3x 

 

 

 רמיננטה:דטת גיאומטרית של שמעומ

 XYנסתכל על שני וקטורים במישור 

( ) ( )1 1 1 1 1 2 2 2 2 2cos , sin , cos , sinv r r v r r   = = 

 2vו  1vהוקטורים ששורותיה הן  Aעתה נבנה מטריצה 

 Aננטה של חשב את הדטרמיונ

Y 

X 

1v

2v

1
2



( ) ( )

1 1 1 1

2 2 2 2

1 2 2 1 2 1 1 2 2 1

cos sin
det

cos sin

sin cos cos sin sin

r r

r r

r r r r

 

 

     

 
= 

 

= − = −

 

הוקטורים רת ע"י ו מקבלים ששטח המקבילית הנוצאנ
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